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Методом начальных функций (МНФ) в прямоугольной декартовой системе координат
Oxy исследуется поведение изделий из вспененных материалов на основе моментной
теории упругости. Начальные функции в решении МНФ представлены тригонометри-
ческими рядами, что позволило решить граничную задачу деформирования микропо-
лярного прямоугольника (h× l) с произвольными граничными условиями на сторонах
x = 0, h и свободным опиранием (σy = 0, u = 0, µy = 0) на сторонах y = 0, l. Приве-
дены результаты вычислительных экспериментов, показывающих влияние отношения
размеров прямоугольника и его высоты на проявление «размерного эффекта» для син-
тактической пены и пенополиурeтана. Определены предельные линейные размеры пря-
моугольника, с уменьшением которых начинает проявляться «размерный эффект».

Ключевые слова: моментная теория упругости, плоское деформированное состояние,
метод начальных функций, точное решение, вспененные материалы.

1. Введение. Эксперименты, связанные с изгибом образцов из вспененных ма-
териалов (пенополиурeтан и синтактическая пена) [1–3], показали, что они не под-
чиняются законам классической теории упругости и для них следует использовать
уравнения моментной теории упругости.

Одной из таких теорий является микрополярная, или теория Коссера. Механика
сплошных сред Коссера развивается с начала ХХ в. Братья Коссера были первыми,
кто в своей работе [4] предложили теорию упругой среды, учитывающую не только
напряжения, но и моменты. После этой фундаментальной работы наступило долгое
затишье. Только в 1960-е годы такая модель вновь привлекла внимание научного
сообщества. Исследования Миндлина [5], Тупина [6] и Аэро [7] по сути заново откры-
ли теорию Коссера. Авторы работ [8, 9] расширили концепцию континуума Коссера,
добавив микроинерционные эффекты, и переименовали данную теорию в микропо-
лярную.

Аналитические решения изгиба микрополярного упругого прямоугольника прак-
тически отсутствуют. На момент написания статьи авторам известны два решения: со
смешанными граничными условиями [10] и шарнирным опиранием [11] на двух проти-
воположных сторонах. Отметим, что в последней работе решение получено методом
начальных функций (МНФ) и позволяет удовлетворить произвольным граничным
условиям на остальных двух сторонах прямоугольника.
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В настоящей работе с помощью указанного решения МНФ исследуется «размер-
ный эффект» при изгибе прямоугольника в зависимости от отношения его сторон
и изменения значения одной из них.

2. Постановка задачи и метод решения. Рассматривается изгиб микропо-
лярного упругого прямоугольника h× l, находящегося в условиях плоской деформа-
ции, под действием нормальных и касательных усилий на его верхней грани y = 0
(рис. 1). Дифференциальные уравнения равновесия микрополярного упругого кон-

Рис. 1. Расчетная схема упругого микрополярного прямоугольника высотой h,
длиной l под действием нормальной σx и касательной τxy нагрузок на стороне x = 0

тинуума в прямоугольной декартовой системе координат Oxy в компонентной форме
записываются в виде [12]

(λ+ 2µ) (uxx + vxy) + (µ+ α) (uyy − vxy) + 2αωy = 0,
(λ+ 2µ) (uxy + vyy) + (µ+ α) (vxx − uxy)− 2αωx = 0,

(γ + ǫ) (ωxx + ωyy)− 4αω + 2α (vx − uy) = 0,
(1)

где u = u (x, y), v = v (x, y) — перемещения вдоль осей Ox, Oy соответственно;
ω = ω (x, y) — угол поворота элементарной частицы в плоскости Oxy. Индексы x
и y означают частные производные по соответствующим переменным. Отметим, что
уравнения (1) моделируют плоское деформированное состояние изотропного тела
в классической теории упругости, если α = 0, γ = 0 и ǫ = 0.

Решение системы (1) в соответствии с алгоритмом МНФ ищется в виде линей-
ной комбинации компонентов напряженно-деформированного состояния u0(y), v0(y),
ω0(y), σ0

x(y), τ
0
xy(y) и µ0

x(y), определенных на линии x = 0 [11, 13]:

u = L11u0 (y) + L12v0 (y) + L13ω0 (y) + L14σ
0
x (y) + L15τ

0
xy (y) + L16µ

0
x (y) ,

v = L21u0 (y) + L22v0 (y) + L23ω0 (y) + L24σ
0
x (y) + L25τ

0
xy (y) + L26µ

0
x (y) ,

ω = L31u0 (y) + L32v0 (y) + L33ω0 (y) + L34σ
0
x (y) + L35τ

0
xy (y) + L36µ

0
x (y) .

(2)

Здесь Lij = Lij (x, β), i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , 6, — операторы-функции (операторы
МНФ), зависящие от переменной x и символа β, представляющего оператор диффе-
ренцирования по переменной y. Функции v0 (y), v0 (y), ω0 (y), σ

0
x (y), τ

0
xy (y) и µ0

x (y)
называются начальными. Операторы-функции Lij находятся с помощью известного
алгоритма метода начальных функций [13–16].
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Кинематические характеристики можно получить из решения (6), вычислив ре-
зультаты воздействия операторов МНФ на соответствующие начальные функции,
если в качестве последних выбрать тригонометрические функции следующего вида:

u0 =
∞∑
n=0

u0n sin(βny), v0 =
∞∑
n=0

v0n cos(βny), ω0 =
∞∑
n=0

ω0
n cos(βny),

σ0
x =

∞∑
n=0

σ0
x,n sin(βny), τ0xy =

∞∑
n=0

τ0xy,n cos (βny) , µ0
x =

∞∑
n=0

µ0
x,n cos(βny).

(3)

В (3) βn =
nπ

l
и u0n, v

0
n, ω

0
n, σ

0
x,n, τ

0
xy,n, µ

0
x,n — вещественные коэффициенты. Такой вид

начальных функций соответствует периодической нагрузке упругого полупростран-
ства, находящегося в условиях плоской деформации. Если упругое полупространство
ограничить плоскостью x = h, то получим периодически нагруженный слой, а если из
него вырезать призму плоскостями y = 0, l, то будем иметь свободно опертый (σy = 0,
µy = 0, u = 0) по этим сторонам прямоугольник (h× l).

В работе [11] получены операторы МНФ Lij и приведены результаты их воздей-

ствия L̃ij на соответствующие тригонометрические функции:

L̃11 =

(
− (γ + ǫ)β2

n + 2µ
)
cosh (βn x)

2µ
+

(γ + ǫ)β2
n

2µ
cosh (ξnx)−

− βn (λ+ µ) sinh (βn x) x

λ+ 2µ
,

L̃12 =
(λ+ µ) cosh (βn x)βn x

λ+ 2µ
+

(
(γ + ǫ) (λ+ 2µ)β2

n − 2µ2
)
sinh (βn x)

2µ (λ+ 2µ)
−

− (γ + ǫ)β3
n

2 ξn
sinh (ξnx),

L̃13 =
(γ + ǫ)βn (cosh (ξnx)− cosh (βn x))

2µ
,

L̃14 = −x (λ+ µ) cosh (βn x)

2µ (λ+ 2µ)
+

+

(
− (γ + ǫ)β2

n (λ+ 2µ) + 2µ (λ+ 3µ)
)
sinh (βn x)

4 (λ+ 2µ)µ2βn
+

+
(γ + ǫ)β2

n

2 ξnµ2
sinh (ξnx),

L̃15 =
(γ + ǫ)βn cosh (βn x)

4µ2
+
x (λ+ µ) sinh (βn x)

2µ (λ+ 2µ)
− (γ + ǫ)βn

4µ2
cosh (ξnx) ,

L̃16 = − sinh (βn x)

2µ
+

βn
2µ ξn

sinh (ξnx);

(4)

18 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2025. Т. 21. Вып. 1



L̃21 = − (λ+ µ) cosh (βn x)βn x

λ+ 2µ
−
(
(γ + ǫ) (λ+ 2µ)β2

n + 2µ2
)
sinh (βn x)

2µ (λ+ 2µ)
+

+
(γ + ǫ)βn ξn

2µ
sinh (ξnx),

L̃22 =

(
(γ + ǫ)β2

n + 2µ
)
cosh (βn x)

2µ
−

− (γ + ǫ)β2
n

2µ
cosh (ξnx) +

βn (λ+ µ) sinh (βn x) x

λ+ 2µ
,

L̃23 = − (γ + ǫ)βn sinh (βn x)

2µ
+

(γ + ǫ)

2µ
ξn sinh (ξnx),

L̃24 = − (γ + ǫ)βn cosh (βn x)

4µ2
− x (λ+ µ) sinh (βn x)

2µ (λ+ 2µ)
+

(γ + ǫ)βn
4µ2

cosh (ξnx),

L̃25 =
x (λ+ µ) cosh (βn x)

2µ (λ+ 2µ)
+

(
(γ + ǫ)β2

n (λ+ 2µ) + 2µ (λ+ 3µ)
)
sinh (βn x)

4 (λ+ 2µ)µ2βn
−

− (γ + ǫ)

4µ2
ξn sinh (ξnx),

L̃26 =
(cosh (ξn x)− cosh (βn x))

2µ
;

(5)

L̃31 = βn (cosh (ξnx)− cosh (βn x)) , L̃32 = βn sinh (βn x)−
β2
n

ξn
sinh (ξnx),

L̃33 = cosh (ξnx) , L̃34 = − sinh (βn x)

2µ
+

βn
2µ ξn

sinh (ξnx) ,

L̃35 =
cosh (βn x)

2µ
− 1

2µ
cosh (ξnx), L̃36 =

1

(γ + ǫ) ξn
sinh (ξnx).

(6)

В функциях (4)–(6) ξn =

√
β2
n +

4αµ

(γ + ǫ) (µ+ α)
.

Таким образом при помощи МНФ получено решение системы уравнений (6) в ви-
де тригонометрических рядов

u(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃11u

0
n + L̃12v

0
n + L̃13ω

0
n + L̃14σ

0
x,n +L̃15τ

0
xy,n + L̃16µ

0
x,n

)
sin (βny) ,

v(x, y) =
∞∑

n=0

(
L̃21u

0
n + L̃22v

0
n + L̃23ω

0
n + L̃24σ

0
x,n +L̃25τ

0
xy,n + L̃26µ

0
x,n

)
cos (βny) ,

ω(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃31u

0
n + L̃32v

0
n + L̃33ω

0
n + L̃34σ

0
x,n +L̃35τ

0
xy,n + L̃36µ

0
x,n

)
cos (βny) . (7)
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Используя известные формулы моментной теории упругости

σx = (λ+ 2µ)γxx + λγyy, γxx =
∂

∂x
u (x, y) ,

τxy = (µ+ α) γxy + (µ− α) γyx, γyy =
∂

∂y
v (x, y) ,

µx = (γ + ǫ)χx, γxy =
∂

∂x
v (x, y)− ω (x, y) ,

σy = λγxx + (λ+ 2µ)γyy, γyx =
∂

∂y
u (x, y) + ω (x, y) ,

τyx = (µ+ α) γyx + (µ− α) γxy, χx =
∂

∂x
ω (x, y) ,

µy = (γ + ǫ)χy, χy =
∂

∂y
ω (x, y) ,

(8)

в которых σx, σy , τxy, τyx — напряжения классической теории упругости, µx, µy —
моменты теории Коссера, γx, γy, γxy, γyx — компоненты несимметричного микропо-
лярного тензора деформаций, χx, χy — компоненты микрополярного тензора изгиба-
вращения. Напряжения и моменты вычисляются через перемещения и повороты с по-
мощью формул (7) и (8) в следующем виде:

σx(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃41u

0
n + L̃42v

0
n + L̃43ω

0
n + L̃44σ

0
x,n + L̃45τ

0
xy,n + L̃46µ

0
x,n

)
sin
(nπy

l

)
,

τxy(x, y) =
∞∑

n=0

(
L̃51u

0
n + L̃52v

0
n + L̃53ω

0
n + L̃54σ

0
x,n + L̃55τ

0
xy,n + L̃56µ

0
x,n

)
cos
(nπy

l

)
,

µx(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃61u

0
n + L̃62v

0
n + L̃63ω

0
n + L̃64σ

0
x,n + L̃65τ

0
xy,n + L̃66µ

0
x,n

)
cos
(nπy

l

)
,

σy(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃71u

0
n + L̃72v

0
n + L̃73ω

0
n + L̃74σ

0
x,n + L̃75τ

0
xy,n + L̃76µ

0
x,n

)
cos
(nπy

l

)
,

τyx(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃81u

0
n + L̃82v

0
n + L̃83ω

0
n + L̃84σ

0
x,n + L̃85τ

0
xy,n + L̃86µ

0
x,n

)
cos
(nπy

l

)
,

µy(x, y) =

∞∑

n=0

(
L̃91u

0
n + L̃92v

0
n + L̃93ω

0
n + L̃94σ

0
x,n + L̃95τ

0
xy,n + L̃96µ

0
x,n

)
sin
(nπy

l

)
.

Здесь
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L̃4j = (λ+ 2µ)
dL̃1j

d x
− λ

nπ

l
L̃2j, L̃5j = (µ+ α)

dL̃2j

d x
+ (µ− α)

nπ

l
L̃1j − 2αL̃3j,

L̃6j = (ǫ+ γ)
dL̃3j

d x
, L̃7j = λ

dL̃1j

d x
− (λ+ 2µ)

nπ

l
L̃2j ,

L̃8j = (µ+ α)
nπ

l
L̃1j + (µ− α)

dL̃2j

d x
+ 2αL̃3j , L̃9j = (ǫ + γ)

nπ

l
L̃3j .

После вычисления напряжений и моментов получим решение для микрополяр-
ного упругого прямоугольника с граничными условиями u (x, 0) = u (x, l) = 0,
σy (x, 0) = σy (x, l) = 0, µy (x, 0) = µy (x, l) = 0 на сторонах y = 0, l и с произволь-
ными граничными условиями на сторонах x = 0, h. Это решение позволяет удовле-
творить произвольным граничным условиям на сторонах x = 0, h (кинематические,
силовые или смешанные) при условии представления функций граничных условий
тригонометрическими рядами. Три начальных функции известны из граничных усло-
вий задачи. Три неизвестные начальные функции находятся из граничных условий
на стороне x = h.

Покажем, как решается краевая задача для прямоугольника h × l в случае за-
дания на стороне x = 0 только нормальной нагрузки σ0

x = q0 sin (πy/l). Касательная
нагрузка и моментное напряжение на этой стороне равны нулю: τ0xy = µ0

x = 0. Сторона

x = h свободна от какой-либо нагрузки: σhx = τhxy = µhx = 0. В этом случае неизвестны
три начальные функции: u0 = u0 sin (πy/l), v

0 = v0 cos (πy/l), ω
0 = ω0 cos (πy/l). Что-

бы найти неизвестные коэффициенты u0, v0 и ω0, необходимо вычислить компоненты
напряженно-деформированного состояния σx, τxy, µx на стороне x = h и приравнять
их к нулю. Получается система из трех линейных алгебраических уравнений для
нахождения коэффициентов u0, v0 и ω0 при неизвестных начальных функциях:

L̃41(h)u0 + L̃42(h)v0 + L̃43(h)ω0 + L̃44(h)q0 = 0,

L̃51(h)u0 + L̃52(h)v0 + L̃53(h)ω0 + L̃54(h)q0 = 0,

L̃61(h)u0 + L̃62(h)v0 + L̃63(h)ω0 + L̃64(h)q0 = 0.

3. Вычислительные эксперименты. Рассмотрим изгиб прямоугольников, вы-
полненных из пенополиурeтана и синтактической пены. Технические механические
параметры первого материала следующие: G = 104 МПа — модуль сдвига, ν = 0.44 —
коэффициент Пуассона, lb = 0.327 мм — характеристическая длина для изгиба,
N =

√
0.04 — моментное число (coupling number), тогда как второго — G = 1033 МПа,

ν = 0.335, lb = 0.032 мм, N =
√
0.1. Значения этих параметров взяты из работ [17, 18].

Механические константы материала в уравнениях (1) вычисляются через техни-
ческие параметры с помощью известных формул [2]

λ =
2 νG

1− 2 ν
, µ = G, α =

GN2

1−N2
, γ + ǫ = 4G l2b .

Известно, что при изменении масштаба исследуемого эластичного образца компонен-
ты напряженно-деформированного состояния изменяются («размерный эффект»),
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в отличие от классической теории упругости, в которой изменение масштаба образ-
ца не влияет на численные значения этих компонентов. Для определения интервала
изменения размеров образца была проведена серия вычислительных экспериментов
с изгибом прямоугольников с отношением сторон l/h = 1, 2, 3, 4 и изменением высоты
h прямоугольников в зависимости от характеристической длины для изгиба h = khlb,
kh ∈ [0, 1; 50]. На стороне x = 0 прямоугольников действовала только нормальная на-
грузка σx = q0 sin (βny), тогда как сторона x = h оставалась свободной от нагрузки.

На рис. 2 представлены максимальные относительные отклонения δ =∣∣∣∣∣
σmom
y − σcl

y

σmom
y

∣∣∣∣∣ изгибного моментного напряжения σmom
y в сечениии y = l/2 от клас-

сического σcl
y в зависимости от l/h и высоты h прямоугольников. Видим, что с уве-

личением длины l стороны нагружения прямоугольника относительное отклонение
δ с уменьшением высоты увеличивается. Отметим, что при h > 20 lb отклонение со-
ставляет менее 5 %.

, %, %

l / hl / h

Рис. 2. Относительные отклонения изгибных напряжений σy/q в сечении y = l/2
по моментной теории от классических изгибных напряжений в зависимости

от отношения l/h для пенополиуретана (А) и синтактической пены (Б)
при разных значениях высоты прямоугольника

На рис. 3 и 4 представлены графики изгибающих напряжений σy в сечении
y = l/2 для прямоугольников из синтактической пены и полиурeтана с разными отно-
шениями сторон и высотой. Видно, что при h < lb изгибные напряжения практически
не меняются.

Аналогично ведут себя и другие компоненты напряженно-деформированного со-
стояния. На рис. 5 показано, как отличается поведение касательных напряжений τxy
и τyx в сечениях y = 0 для прямоугольника из синтактической пены с изменением
высоты прямоугольника: в угловых точках x = 0, y = 0 и x = h, y = 0 равенство
касательных напряжений не наблюдается, как и предсказывает моментная теория
упругости. При увеличении высоты касательное напряжение τyx в этих точках стре-
мится к значению касательного напряжения τxy.
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Рис. 3. Изгибные напряжения σy/q в сечении y = l/2 для прямоугольников
из синтактической пены при разных значениях высоты и отношения

l/h = 1 (А), 2 (Б), 3 (В), 4 (Г)

4. Заключение. Исследовано поведение напряженно-деформированного состоя-
ния упругих изотропных прямоугольников при изменении их относительных разме-
ров и высоты с точки зрения моментной теории упругости на основе точного реше-
ния дифференциальных уравнений равновесия. Вычислительные эксперименты по-
казали наличие «размерного эффекта» и позволили определить наименьшую высоту
h = 20 lb прямоугольника, при которой напряженно-деформированное состояние от-
личается не более чем на 5 % от полученного по классической теории. Если размеры
прямоугольника становятся сопоставимы (l = h), то изменение высоты мало влияет
на значения компонентов напряженно-деформированного состояния.
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Рис. 4. Изгибные напряжения σy/q в сечении y = l/2 для прямоугольников
из пенополиуретана при разных значениях высоты и отношения

l/h = 1 (А), 2 (Б), 3 (В), 4 (Г)
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Рис. 5. Безразмерные касательные напряжения τxy/q (А) и τyx/q (Б) в сечении y = 0
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из синтактической пены
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By the method of initial functions (MIF) in a rectangular Cartesian coordinate system Oxy.
The behavior of products made of foamed materials is investigated on the basis of the moment
theory of elasticity. The initial functions in the MIF solution are represented by trigonometric
series, which made it possible to solve the boundary problem of deforming a micropolar
rectangle (h× l) with arbitrary boundary conditions on the sides x = 0, h and free support
(σy = 0, u = 0, µy = 0) on the sides y = 0, l. The results of computational experiments
showing the effect of the ratio of rectangle sizes and its height for the manifestation of the
“size effect” for syntactic foam and polyurethane foam are presented. The minimal linear
dimensions of the rectangle are determined, with a decrease in which it begins to manifest
itself “size effect”.

Keywords: moment theory of elasticity, plane strain deformation, method of initial functions,
exact solution, foamed materials.
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