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Проведен анализ методов матриц переноса и рассеяния для определения коэффициен-
тов отражения и пропускания электромагнитных волн. Изучались как однослойные,
так и многослойные структуры. Рассмотрены полупроводниковые материалы (Si, Ge,
GaAs), а также благородные металлы (Ag, Au, Cu). Многослойный образец был пред-
ставлен слоистой структурой из Si. В численных расчетах использованы следующие
допущения: однородность, изотропность, падение волны под прямым углом. Полу-
чены сравнительные графики для методов матриц переноса и рассеяния. Определена
зависимость коэффициентов отражения и пропускания для длин волн λ = 2–20 мкм
и λ = 0.2067–0.8267 мкм.
Ключевые слова: метод матриц переноса, метод матриц рассеяния, коэффициент отра-
жения, коэффициент пропускания, многослойные структуры.

1. Введение. Исследование распространения электромагнитных волн через
слоистую структуру является одной из ключевых задач многих прикладных обла-
стей физики. Обусловлено это тем, что волна, прошедшая через слоистую структуру,
будет содержать всю информацию (физико-механические свойства) об объекте. Зна-
чительный интерес представляет метод электронной голографии. Так, для низкоэнер-
гетической электронной голографии существует экспериментальная возможность ре-
гистрации и визуализации как отдельных частиц, так и слоистых структур [1, 2]
в виде интерференционных картин, но экспериментальные результаты приобретают
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особую ценность только после их анализа с применением методов математического
моделирования тех же процессов и численного эксперимента.

К эффективным математическим подходам описания распространения электро-
магнитной волны через слоистые структуры относится метод матриц переноса, кото-
рый можно рассматривать с двух точек зрения: в формализме матриц Абеля (2×2
метод матриц переноса) и в рамках электромагнитного формализма [3, 4]. В первом
случае матрица распространения непрерывна внутри слоя, но разрывается на границе
слоев, поэтому ее считают диагональной матрицей. Во втором случае матрица интер-
фейсов не терпит разрыва на границе между слоями, которую можно представить
через амплитуды электромагнитного поля. В настоящей работе используется метод
матриц переноса в формализме матриц Абеля. В случае, когда рассматриваются от-
носительно толстые слои более 100 Å, применяется метод матриц рассеяния, который
также обсуждается в данной статье.

Цель работы — оценка точности численных результатов и сравнение методов
матриц переноса и рассеяния для слоистых структур. В частности, будут приведены
численные результаты коэффициентов отражения (R) и пропускания (T ) для бла-
городных металлов (Ag, Cu, Au) и полупроводниковых материалов (Ge, Si, GaAs),
которые сравниваются с литературными данными. Отметим, что в рамках этой рабо-
ты допускается, что все слои изотропны и однородны. Далее для простоты расчетов
будем считать, что волна плоская и падает под прямым углом к объекту. В такой
подстановке задачи не учитывается поляризация.

2. 2×2 метод матриц переноса. Рассмотрим случай, который иллюстрирует
рис. 1.
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Рис. 1. Общая схема распространения волны через слоистую среду

Электромагнитную волну в левой и правой частях рис. 1 можно представить
в виде суперпозиции плоских волн:

EL(z) = E+
L (z) + E−

L (z), z ⩽ z0,

ER(z) = E+
R (z) + E−

R (z), z ⩾ zn.
(1)

С учетом выражения (1) линейное отношение между волнами правой и левой частей
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с помощью матрицы переноса (M) можно записать следующим образом:(
E+

L (z0)
E−

L (z0)

)
= M

(
E+

R (zn)
E−

R (zn)

)
. (2)

Для упрощения дальнейших записей выражение (2) перепишем в обозначениях a и b:(
a0
b0

)
= M

(
an
bn

)
. (3)

Матрица переноса представляет собой произведение матриц интерфейса (I) и рас-
пространения (P ):

M =

[
n−1∏
i=0

I(zi)P (zi, zi+1)

]
I(zn) =

(
m11 m12

m21 m22

)
. (4)

В общем виде это матрица размерности 2×2, с помощью которой можно вычислить
искомые коэффициенты R и T :

R =

∣∣∣∣m21

m11

∣∣∣∣2 , T =

∣∣∣∣ 1

m11

∣∣∣∣2 . (5)

Для их определения остается установить вид I и P в выражении (4). Матрица интер-
фейса выражается через коэффициенты Френеля [5]:

I(zi) =
1

ti

(
1 ri
ri 1

)
. (6)

Без учета поляризации коэффициенты Френеля примут вид

ri =
n∗
i − n∗

i+1

n∗
i + n∗

i+1

, ti =
2n∗

i

n∗
i + n∗

i+1

,

где n∗
i = ni − jαi — комплексный показатель преломления; ni — показатель прелом-

ления i-го слоя; j — мнимая единица; αi — коэффициент поглощения i-го слоя.
Учитывая, что внутри слоя электромагнитная волна является непрерывной, мат-

рицу распространения можно представить так:

P (zi, zi+1) =

(
exp(jkzin

∗
i ) 0

0 exp(−jkzin
∗
i )

)
. (7)

В (7) k = 2π
λ — волновое число, λ — длина волны, zi — толщина соответствующего

слоя.
2.1. Численные результаты. Первая серия экспериментов связана с опре-

делением коэффициентов R и T для однослойных структур. Были рассмотрены сле-
дующие материалы: Si, Ge, GaAs, Ag, Au, Cu. Схема прохождения волны через слой
приведена на рис. 2.

Отметим, что формулу (5) следует применять в случае, когда рассматривает-
ся многослойная структура, состоящая из двух или более слоев. Например, при
прямом использовании выражения (5) для Si получим R = 0.5870, T = 0.1544
(расчетные параметры: толщина слоя z = 1 мкм, длина волны λ = 587.6 мкм,
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Рис. 2. Прохождение волны через однослойную структуру
n0 — показатель преломления окружающей среды; n1 — комплексный показатель преломления

соответствующего материала.

n∗
i = ni − jαi = 3.9766− j · 0.030209 [6]). С такими же параметрами R = 0.3577, T =

0.52411 (см. [7]). Как видно, результаты для R и T некорректны. Обоснованием та-
ких результатов может служить то, что для R вклад, вносимый в конечный результат
матрицей интерфейса правой части слоя, сильно искажает отражаемую электромаг-
нитную волну. Для T матрицы интерфейсов слоя сильно искажают распространение
электромагнитной волны внутри слоя. В силу вышесказанного в рамках данной рабо-
ты будем применять вместо (4) для расчета R и T соответственно матрицы переноса:

MR = I(z)P (z) =

(
m′

11 m′
12

m′
21 m′

22

)
, (8)

MT = P (z) =

(
m′′

11 m′′
12

m′′
21 m′′

22

)
. (9)

С учетом (8) и (9) можно переписать выражение (5) следующим образом:

Rl =

∣∣∣∣m′
21

m′
11

∣∣∣∣2 , Tl =

∣∣∣∣ 1

m′′
11

∣∣∣∣2 , (10)

где нижний индекс указывает на однослойность структуры. С помощью (8) было
получено, что для Si Rl = 0.3578, Tl = 0.5241 (расчетные параметры см. выше).

Для проверки выражения (10) были рассмотрены полупроводниковые материалы
(Ge, Si, GaAs) и благородные металлы (Ag, Cu, Au). Как видно из таблицы, численные
результаты хорошо согласуются с литературными данными [7]. Численные расчеты
для Rl не представлены в виду сокращения текста, отметим лишь, что все значения
совпали с литературными данными для всех изученных материалов. Толщина объек-
тов z = 1 мкм. Входные параметры Ag, Cu, Au взяты из работы [8], Ge, Si, GaAs —
из [6].

Таблица. Сравнение численных результатов Tl с литературными данными

Входные параметры Величина TlМатериал
λ, мкм n∗

i = ni − j · αi Лит. данные Численные результаты
Ag 1.9375 0.240− j · 14.080 2.1357 · 10−40 2.1867 · 10−40

Cu 1.9375 1.090− j · 13.430 1.4485 · 10−38 1.4814 · 10−38

Au 1.9375 0.920− j · 13.780 1.4955 · 10−39 1.5304 · 10−39

Ge 0.8267 4.653− j · 0.298 0.0108 0.0108
Si 0.8267 3.673− j · 0.005 0.9268 0.9268
GaAs 0.8267 3.666− j · 0.080 0.2964 0.2964
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Следующая серия численных экспериментов была связана с расчетами при раз-
личных длинах волн в соответствии с [6]. Как видно из рис. 3, I, численные расчеты
для Tl и Rl согласуются с литературными данными.
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Рис. 3. Численные расчеты Rl (a) и Tl (б) для Si
Пунктирная кривая — численные результаты, сплошная — литературные данные при

диапазоне длин волн λ = 0.2067–0.8267 мкм (I) и λ = 2–20 мкм (II).

На рис. 3, II приведены результаты расчетов коэффициентов отражения (Rl)
и пропускания (Tl) для λ = 2–20 мкм. Входные параметры n∗

i для λ = 2–20 мкм взяты
из работы [9]. Как и в предыдущем случае, коэффициенты Rl и Tl соответствуют
литературным данным.

Для благородных металлов (Ag, Cu, Au) коэффициенты отражения иллюстри-
рует рис. 4. Входные параметры (ni, αi) для них взяты из работ [10–12] соответствен-
но. Для Ge, GaAs коэффициенты отражения представлены также на рис. 4, входные
параметры взяты из работ [13, 14] соответственно. Толщина рассматриваемых пленок
для Ag, Cu, Au равна zi = 0.02 мкм, для Ge, GaAs zi = 2 мкм. Численные расчеты
показали соответствие литературным данным [7]. Следует отметить, что результа-
ты, приведенные в [10–14], являются экспериментальными. Как видно из рис. 5, где
показаны коэффициенты пропускания (Tl) для Ag, Cu, Au, Ge, GaAs, численные ре-
зультаты хорошо согласуются с литературными данными.
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Рис. 4. Коэффициент отражения для Ag, Cu, Au при толщине пленки zi = 0.02 мкм
и для Ge, GaAs при толщине пленки zi = 2 мкм

Как показали численные расчеты с однослойными структурами, выражения для
Rl и Tl (10) с матрицами переноса (8), (9) хорошо согласуются с литературными
данными. Но для более точного изучения и анализа методов численного расчета коэф-
фициентов отражения и пропускания однослойных структур следует учитывать такие
параметры как поляризация, угол падения, сферическую составляющую волны и т. д.
Эти исследования планируeтся провести в следующих работах.

Последняя серия численных экспериментов связана с применением 2×2 метода
матриц переноса для многослойных структур. Рассмотрим многослойную структуру,
представленную на рис. 6. Отметим, что численные и натурные эксперименты с такой
многослойной структурой были представлены в работе [15]. Поэтому для анализа
полученных нами численных результатов будем основываться на данной работе.

Пусть волна, как показано на рис. 6, падает слева направо под прямым углом.
Считается, что показатель преломления воздуха между слоями и среда, окружаю-
щая многослойную структуру слева и направо, одинаковы и равны nair = 1. Значения
n∗
i = ni−jαi взяты из работы [9]. Следует отметить, что во всех слоях Si значения n∗

i

будут одинаковыми при соответствующей длине падающей волны. Другими словами,
значение n∗

i во всех слоях будет зависеть только от длины падающей волны в соответ-
ствии с [9]. Для расчета R и T применялось выражение (5) с матрицей пропускания
вида (4).

Как видно из рис. 7, наблюдается достаточно хорошее согласие наблюдаемых
максимумов и минимумов коэффициентов отражения с литературными данными (см.
[15]). Однако, чтобы добиться лучшего согласия между моделью и эксперименталь-
ными кривыми коэффициента отражения, следует учитывать больше параметров,
чем это сделано в настоящей работе.
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Рис. 5. Коэффициент пропускания Tl (пунктирные линии соответствуют
численным результатам, сплошные — литературным данным) при толщине пленки

zi = 0.02 мкм для Ag, Cu, Au и zi = 2 мкм для Ge, GaAs

nSinair

R

T

nairnair nSi nSi nSi nSinair nair nair

zSi zair

Рис. 6. Многослойная структура, где толщина слоя Si zSi = 3.3 мкм,
толщина воздушного слоя zair = 3.3 мкм

Коэффициент пропускания в таком случае дает завышенный результат, что
может быть обусловлено допущением, которое сделано для расчета многослойных
структур. А именно то, что n∗

i во всех слоях будет зависеть только от длины па-
дающей волны. Также обоснованием завышенных результатов может служить сам
метод, являющийся численно нестабильным для относительно толстых слоев (см.
п. 3). Дальнейшее обоснование данного метода и его оценка планируются в следую-
щих работах.

Также следует отметить, что, как видно из рис. 7, б, с длины волны 10 мкм
происходит фактически полное отражение электромагнитной волны.

3. Метод матриц рассеяния. Метод матриц переноса численно нестабилен для
относительно толстых слоев (более 100 Å), если не применяется теория эффективной
массы [16]. Это выражается в невозможности масштабирования матрицы распростра-
нения вида (6), так как показатель преломления, входящий в экспоненциальное вы-
ражение, — комплексная величина, и как следствие (6) будет содержать как малые,
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Рис. 7. Коэффициент отражения R (а) и пропускания T (б)
для многослойной структуры Si

так и большие значения, что и приводит к численной нестабильности. Другими сло-
вами, если применяется 2×2 метод матриц переноса (представленный в п. 2), нельзя
рассматривать структуры (слои/гетероструктуры) произвольной толщины.

Для решения данной проблемы в [16] был предложен метод матриц рассеяния.
Авторы статьи предлагают изучать матрицу рассеяния (S) относительно матрицы
интерфейсов (I), например, вида (6) (или в соответствии с [17, 18]). Для упрощения
расчетов за матрицу интерфейсов будем рассматривать выражение (5). Но следует от-
метить, что для получения адекватных результатов методом матриц рассеяния необ-
ходимо пересмотреть вид матриц интерфейсов, в частности, как сделано в работе
[18], — матрицу интерфейсов можно представить как произведение матриц, завися-
щих от свойств материала.

Вернемся к ситуации, изображенной на рис. 1, и с учетом (1) перепишем формулу
(3) относительно матриц рассеяния (вывод можно посмотреть, например, в [19]):(

an
b0

)
= S(0, n)

(
a0
bn

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
a0
bn

)
. (11)

Условие согласования волновых функций на (i+ 1)-м интерфейсе будет выражаться
через матрицу интерфейсов:(

ai
bi

)
= I(i+ 1)

(
ai+1

bi+1

)
=

(
I11 I12
I21 I22

)(
ai+1

bi+1

)
. (12)

Для краткости I(i + 1), S(0, n) будем обозначать I, S соответственно. Далее после
несложных операций по исключению an и bn из (11) и (12) получим, что(

ai+1

b0

)
= A−1B

(
a0
bi+1

)
,

где A−1 обозначает обратную матрицу A,

A =

(
I11 − S12I21 0
−S22I21 1

)
,

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2024. Т. 20. Вып. 4 439



B =

(
S11 S12I22 − I12
S21 S22I22

)
.

Таким образом, S можно выразить как

S = A−1B =

(
S11 S12

S21 S22

)
. (13)

В итоге имеем матрицу рассеяния (13) в представлении матрицы интерфейсов вида
(6). За S(0, 0) берется единичная матрица в среде с левой стороны слоя. Выражение
(13) для первого слоя будет строиться относительно S(0, 0) и матрицы интерфейса
первого слоя, для второго слоя — относительно матрицы рассеяния первого слоя
и интерфейса между первым и вторым слоями и т. д. Таким образом, можно сказать,
что процесс является итеративным.

Для слоистой структуры с толщиной слоя z матрицу рассеяния можно записать
следующим образом (более подробно см. [18]):

Stot =

(
exp(ikz) 0

0 1

)
S

(
1 0
0 exp(ikz)

)
. (14)

В итоге получаем выражение (14), описывающее распространение волновой функции
через слоистую среду.

Для численного вычисления R и T можно воспользоваться формулой (14) [19]:

R = abs(Stot
21 )2, T = abs(Stot

11 )2.

3.1.Численные результаты. Как и в случае с методом матрицы переноса,
применение метода матриц рассеяния для многослойных структур дает некоррект-
ные результаты в случае однослойных объектов. Поэтому для них предлагается ис-
пользовать выражения для вычисления коэффициента отражения

AR,l =

(
I11 − S12I21 0
−S22I21 1

)
, BR,l =

(
S11 S12I22 − I12
S21 S22I22

)
,

а для коэффициента пропускания

AT,l =

(
I11 − S12I21 0
−S22I21 1

)
, BT,l =

(
S11 S12T22 − T12

S21 S22T22

)
,

в которых нижние индексы R и T указывают на соответствующий коэффициент,
индекс l — на однослойность структуры. Для этого случая также были рассмотрены
однослойные структуры, которые представлены в п. 2.1. Отметим, что численные
результаты коэффициентов R и T хорошо согласуются с литературными данными.

Интересным с точки зрения экспериментов является определение коэффициентов
отражения и пропускания многослойных структур. Для этого рассмотрим многослой-
ную структуру, представленную на рис. 6.

Как показали численные результаты (рис. 8), при длине падающей волны λ >
10 мкм происходит полное отражение падающей волны от многослойной структу-
ры. Как видно из рис. 8, метод матриц рассеяния дает завышенные результаты, как
и для случая матриц переноса. Для обоснования этих результатов необходимы до-
полнительные натурные исследования. Наблюдается хорошее согласие наблюдаемых
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Рис. 8. Коэффициент отражения (а) и пропускания (б) для многослойной структуры Si

максимумов и минимумов коэффициентов отражения с экспериментальными данны-
ми (см. [15]) по сравнению с методом матриц переноса.

Полученные результаты для методов матриц рассеяния и переноса представлены
на рис. 9. Они показывают, что в обоих случаях коэффициент пропускания завышен,
а это требует дополнительных натурных исследований. Также следует отметить, что
оба метода дают примерно одинаковые результаты при длинах волн более 10 мкм,
электромагнитная волна практически полностью отражается от исследуемого мате-
риала. Максимумы и минимумы коэффициентов отражения более близки к экспери-
ментальным данным, полученным методом матриц рассеяния, чем методом матриц
переноса.
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Рис. 9. Сравнение результатов вычисления коэффициентов отражения (а)
и пропускания (б) методами матриц рассеяния (сплошная линия, SMM)

и матриц переноса (пунктирная линия, TMM) при длине волны λ = 2–20 мкм

4. Заключение. Были проанализированы методы матриц переноса и рассея-
ния для расчета коэффициентов отражения и пропускания благородных металлов
(Ag, Cu, Au) и полупроводниковых материалов (Ge, Si, GaAs). Рассматривались как
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однослойные, так и многослойные структуры. Применялись следующие допущения
(для обоих методов): изучаемые материалы изотропны и однородны; волна падает
под прямым углом, как следствие, не учитывается поляризация.

Численные результаты для однослойных структур показали, что выражения для
многослойных структур дают некорректные результаты для обоих методов. Поэтому
в данной работе были предложены выражения для расчета коэффициентов отраже-
ния и пропускания для однослойных структур для обоих методов. Для многослойных
структур максимумы и минимумы коэффициентов отражения более близки к экспе-
риментальным данным, полученным методом матриц рассеяния, чем методом матриц
переноса.

Для обоих случаев коэффициент пропускания для многослойных структур завы-
шен, а это требует дополнительных натурных исследований. Численные результаты
методом матриц переноса показывают практически полное отражение от многослой-
ной структуры при длине волны более 10 мкм, для метода матриц рассеяния — полное
отражение.
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This article presents an analysis of transfer matrix method (TMM) and scattering matrix
method (SMM) for determining reflection and transmission coefficients of thin films. In-
vestigated single layer structures of semiconductor materials (Si, Ge, GaAs), noble metals
(Ag, Au, Cu) and multilayer structure of Si. Numeric results were getting in two diapason
wavelengths: λ = 0.2067–0.8267 µm and λ = 0.2–20 µm. In this work obtained with TMM
and SMM the reflection and transmission coefficient of layer structures. Numerical results of
reflection coefficients of all investigation structures were exactly match with literature data.
But results we got for the transmission coefficients did not match of literature data for the
both of method. This mismatch is investigated, as we assume from some of normalization
coefficient, corresponding a refractive index of right side of medium which we didn’t take
into account.
Keywords: transfer matrix methods, scattering matrix method, reflection coefficient, trans-
mission coefficient, layer structures.
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