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В рамках теории Кирхгофа предложен новый подход к построению решения задачи
моделирования изгиба защемленной по контуру тонкой прямоугольной ортотропной
пластины, которая находится под действием нормально распределенной по ее поверх-
ности нагрузки. Решение неоднородного бигармонического уравнения для ортотропной
пластины получено в виде частичной суммы двойного ряда по многочленам Чебышё-
ва первого рода. Для нахождения коэффициентов в этом разложении краевая задача
методом коллокации сведена к системе линейных алгебраических уравнений в матрич-
ной форме с применением свойств этих многочленов. На основе матричных и диффе-
ренциальных преобразований получены выражения изгибающих моментов и перере-
зывающих сил. Представлены результаты вычислений изгиба срединной поверхности
пластины при различном действии нагрузки на пластину, которые демонстрируют эф-
фективность предложенного подхода.
Ключевые слова: метод коллокации, бигармоническое уравнение, многочлены Чебышё-
ва первого рода, изгиб тонкой ортотропной пластины.

1. Введение. Моделирование изгиба тонких прямоугольных ортотропных и изо-
тропных пластин, согласно теории Кирхгофа [1], приводит к решению дифферен-
циальных уравнений в частных производных, получение аналитического решения ко-
торых возможно только для ограниченного круга задач. Численные методы решения
таких уравнений разрабатываются уже достаточно давно, однако вопрос об опти-
мальном методе с точки зрения скорости сходимости и достоверности полученных
результатов остается открытым. Так, в [2] предложен и реализован вариант метода
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коллокаций и наименьших невязок для расчета напряженно-деформированного со-
стояния изотропных прямоугольных пластин, в том числе пластин, находящихся на
упругом основании, под действием поперечных нагрузок различного вида. В [3] на ос-
нове hp-варианта этого метода с интегральными коллокациями осуществлено числен-
ное моделирование изгиба шарнирно закрепленной изотропной пластины, проведен
анализ сходимости полученных решений. В [4] для решения задачи о моделирова-
нии изгиба защемленной по всем четырем сторонам квадратной ортотропной пла-
стины, находящейся под воздействием нормальной равномерно распределенной по
ее поверхности нагрузки, использован метод начальных функций, который позволил
представить компоненты напряженно-деформированного состояния пластины в виде
линейной комбинации компонентов, определенных на одной из сторон пластины. В [5]
для исследования изгиба ортотропных прямоугольных тонких пластин, подвергнутых
равномерной нагрузке, гидростатическому давлению и центральной сосредоточенной
нагрузке, применено интегральное преобразование с функциями специального вида,
в [6, 7] — разложение в двойной ряд Фурье. В [8] метод коллокации и наименьших
невязок использован для расчета компонент тензора напряжений и прогиба пластин,
состоящих из ортотропных слоев, направления ортотропии которых являются произ-
вольными, в рамках теорий Кирхгофа—Лява, Тимошенко и теории ломанной линии
Григолюка— Куликова. В [9] рассмотрены краевые задачи о равновесии пластины
Кирхгофа— Лява, содержащей тонкое жесткое включение, с некоэрцитивными крае-
выми условиями, установлены необходимые и достаточные условия разрешимости.
В [10] предложен метод статического анализа пластины Кирхгофа под действием рав-
номерно распределенной поперечной нагрузки. В [11] с применением теории градиен-
та микроструктурной деформации создана модифицированная модель изгиба пласти-
ны Кирхгофа—Лява. В [12] построены асимптотические разложения собственных
чисел и функций задачи Дирихле для пластины Кирхгофа с защемленными края-
ми с использованием бигармонического оператора, где главные члены асимптотиче-
ски определены из задачи Дирихле для обыкновенного дифференциального уравне-
ния второго порядка. В [13] исследована деформация длинной пластины Кирхгофа
с быстроосциллирующей границей. Моделирование прогиба выполнено с помощью
обыкновенных дифференциальных уравнений четвертого и второго порядков, рас-
смотрены точечные опоры (условия Соболева), конфигурация которых существенно
влияет на результат осреднения бигармонического уравнения. В [14] изучена краевая
задача Соболева — Неймана для бигармонического уравнения, описывающая изгиб
пластины Кирхгофа со свободной кромкой, но закрепленной в двух шеренгах точек.
В [15] осуществлен анализ распределения изгибающих моментов и перерезывающих
сил изотропной прямоугольной пластины в окрестностях угловых точек. В этой рабо-
те подчеркивается актуальность проведения исследований по применению различных
систем полиномов при аппроксимации решений краевых задач теории упругости, обо-
значена проблема строгого удовлетворения граничным условиям.

В настоящей работе в рамках теории Кирхгофа для решения задачи моделирова-
ния изгиба защемленной по контуру тонкой ортотропной прямоугольной пластины,
находящейся под воздействием нормально распределенной нагрузки по ее поверхно-
сти, предлагается новый подход, основанный на разложении решения неоднородного
бигармонического уравнения для ортотропной пластины по многочленам Чебышёва.
Новизна предлагаемого подхода заключается в том, что для нахождения коэффи-
циентов в этом разложении используются свойства многочленов Чебышёва, бинар-
ные операции над матрицами, явное представление матрицы дифференцирования для
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данных многочленов. Выбор в качестве узлов коллокации корней таких многочленов
позволяет с малой чувствительностью по отношению к вычислительной погрешности
находить значения коэффициентов в разложении, а полученное представление иско-
мой функции в этом случае приближается к многочлену наилучшего равномерного
приближения [16]. В результате для соответствующей дискретной задачи метода кол-
локации составлена переопределенная система линейных алгебраических уравнений
в матричной форме, обеспечивающая выполнение граничных условий для решения
рассматриваемого бигармонического уравнения в выбранных узлах и согласование
значений искомой функции на границе между соседними узлами. Записаны выраже-
ния изгибающих моментов и перерезывающих сил на основе построенного решения.
Представлены результаты вычислений максимального изгиба срединной поверхно-
сти пластины, изгибающих моментов и перерезывающих сил. Выполнен их анализ
и осуществлена визуализация распределений этих величин. Показано, что в малых
окрестностях угловых точек значения изгибающих моментов и перерезывающих сил
приближаются к нулю.

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу моделирования изгиба тонкой ор-
тотропной прямоугольной пластины (0 ⩽ x ⩽ d1, 0 ⩽ y ⩽ d2, −h/2 ⩽ z ⩽ h/2) под
действием поперечной нагрузки q(x, y) на основе гипотез Кирхгофа. Предположим,
что материал пластины в отношении своих упругих свойств обладает тремя плоско-
стями симметрии, тогда дифференциальное уравнение в частных производных для
нахождения изгиба срединной поверхности пластины ω(x, y) запишем следующим об-
разом [1]:

Dx
∂4ω

∂x4
+ 2H

∂4ω

∂x2∂y2
+Dy

∂4ω

∂y4
= q, (1)

где Dx = E′
xh

3/12; Dy = E′
yh

3/12; H = D1 + 2Dxy; D1 = E′′h3/12; Dxy = Gh3/12; E′
x,

E′
y, E′′, G — упругие постоянные; h — толщина пластины. Для Dx, Dy и D1 имеют

место соотношения [6, 17] D1 = ν2Dx = ν1Dy, в которых ν1, ν2 — коэффициенты
Пуассона.

В случае изотропии ν1 = ν2 = ν, D1 = νDx, Dxy = (1 − ν)D/2, Dx = Dy = D
и H = D [6]. Здесь D = Eh3/(12(1 − ν2)) — цилиндрическая жесткость пластины,
E — модуль Юнга [1].

Граничные условия для защемленной по контуру пластины имеют вид [1]

ω = 0,
∂ω

∂x
= 0, x = 0, d1, (2)

ω = 0,
∂ω

∂y
= 0, y = 0, d2. (3)

Изгибающие моменты и перерезывающие силы определяем в соответствии с [1]
через ω(x, y):

Mx = −Dx
∂2ω

∂x2
−D1

∂2ω

∂y2
, My = −D1

∂2ω

∂x2
−Dy

∂2ω

∂y2
,

Qx = − ∂

∂x

(
Dx

∂2ω

∂x2
+H

∂2ω

∂y2

)
, Qy = − ∂

∂y

(
H
∂2ω

∂x2
+Dy

∂2ω

∂y2

)
.

Следуя [1, 4], введем безразмерные величины физических параметров, обозначе-

нив их как ∗: x = x∗d1, y = y∗d1, q = q0q
∗, ω =

ω∗q0d
4
1

Dx
, Mx = M∗

xq0d
2
1, My = M∗

y q0d
2
1,

Qx = Q∗
xq0d1 и Qy = Q∗

yq0d1.
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Уравнение (1) и граничные условия (2) и (3) в новых переменных примут вид

∂4ω∗

∂x∗4
+

2H

Dx

∂4ω∗

∂x∗2∂y∗2
+
Dy

Dx

∂4ω∗

∂y∗4
= q∗, (4)

ω∗ = 0,
∂ω∗

∂x∗
= 0, x∗ = 0, 1, (5)

ω∗ = 0,
∂ω∗

∂y∗
= 0, y∗ = 0, d∗2, d∗2 =

d2
d1
. (6)

Построим решение краевой задачи (4)–(6) методом коллокации, используя поли-
номы Чебышёва первого рода и их корни в качестве точек коллокации.

3. Построение решения задачи. Полиномы Чебышёва первого рода образуют
ортогональную систему функций на отрезке [−1, 1] и определяются, согласно [16],
следующим образом:

Tj(t) = cos(j arccos t), t ∈ [−1, 1], j ⩾ 0. (7)

Для них имеют место рекуррентные соотношения [16]

T0(t) = 1, T1(t) = t, Tj+1(t) = 2tTj(t)− Tj−1(t), j ⩾ 1. (8)

Для представления функции ω∗(x∗, y∗), где x∗ ∈ [0, 1] и y∗ ∈ [0, d∗2], как частич-
ной суммы двойного ряда по полиномам Чебышёва введем переменные xi ∈ [−1, 1]

(i = 1, 2): x1 = 2x∗ − 1, x2 =
2

d∗2
y∗ − 1.

Запишем краевую задачу (4)–(6) в переменных x1 и x2:

κ1
∂4ω∗

∂x41
+ κ2

∂4ω∗

∂x21∂x
2
2

+ κ3
∂4ω∗

∂x42
= q∗, (9)

ω∗ = 0, κ4
∂ω∗

∂x1
= 0, x1 = −1, 1, (10)

ω∗ = 0, κ5
∂ω∗

∂x2
= 0, x2 = −1, 1, (11)

где κ1 = 16; κ2 =
32H

Dxd∗22
; κ3 =

16Dy

Dxd∗42
; κ4 = 2; κ5 =

2

d∗2
.

Представим ω∗ в виде частичной суммы двойного ряда по полиномам Чебышёва
первого рода:

ω∗(x1, x2) =

ni∑
ki=0
i=1,2

ak1k2
Tk1

(x1)Tk2
(x2) = (T1(x1)⊗T2(x2))A. (12)

В (12) вектор-строка Ti(xi) = (T0(xi)T1(xi) . . . Tni−1(xi)Tni
(xi)) имеет размерность

n′i (n′i = ni + 1, i = 1, 2), элементами искомого вектор-столбца A размерностью n′1n
′
2

являются коэффициенты ak1k2 : A = (a00 a01 . . . an1n2−1 an1n2)
T , знак ⊗ используется

для обозначения тензорного произведения Кронекера двух матриц [18].
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В качестве точек коллокации в (9) для переменных x1 и x2 выберем нули много-
членов Tn1+1 и Tn2+1 соответственно:

xi,ki
= cos

(
π(2ni − 2ki + 1)

2(ni + 1)

)
, ki = 0, ni, i = 1, 2. (13)

Подставив (13) в (7), получим, что

Tji(xi,ki
) = cos

(
πji(2ni − 2ki + 1)

2(ni + 1)

)
, ji, ki = 0, ni, i = 1, 2. (14)

Производную Ti(xi) по переменной xi запишем в виде произведения TiJi в соот-
ветствии с равенством [19, 20]

dTji
dxi

= ji

ji−1∑
ki=0

ji+ki−неч.

cki
Tki

(xi), ji ⩾ 1,

в котором c0 = 1 и cki
= 2 (ki > 0), а Ji — верхнетреугольная матрица с ненулевыми

элементами Ji,0 ji = ji (ji — нечетное, ji = 1, ni) и Ji,ki ji = 2ji (ji − ki > 0 и ji + ki —
нечетное, ji, ki = 1, ni, i = 1, 2). Здесь и ниже нумерация строк и столбцов в матрицах
начинается с нуля.

Для второй и четвертой производных Ti(xi) по xi соответственно находим, что

djTi

dxji
= TiJi

j , j = 2, 4, i = 1, 2. (15)

Для выполнения граничных условий (10) и (11), согласно методу коллокации, из
системы линейных алгебраических уравнений, которую получаем, подставляя точки
коллокации (13) в уравнение (9), исключаем уравнения в точках xi = xi,0 и xi =
xi,ni , а на их месте записываем уравнения, соответствующие граничным условиям
ω∗(±1, x2,k2

) = 0 и ω∗(x1,k1
,±1) = 0:

(T1(−1)⊗T2(x2,k2
))A = 0, (T1(1)⊗T2(x2,k2

))A = 0, k2 = 0, n2, (16)

(T1(x1,k1
)⊗T2(−1))A = 0, (T1(x1,k1

)⊗T2(1))A = 0, k1 = 1, n1 − 1, (17)

в точках xi = xi,1 и xi = xi,ni−1 записываем уравнения, удовлетворяющие условиям
∂ω∗

∂xi

∣∣∣∣
xi=±1

= 0 (i = 1, 2):

(T1(−1)J1 ⊗T2(x2,k2
))A = 0, (T1(1)J1 ⊗T2(x2,k2

))A = 0, k2 = 0, n2, (18)

(T1(x1,k1
)⊗(T2(−1)J2))A = 0, (T1(x1,k1

)⊗(T2(1)J2))A = 0, k1 = 1, n1 − 1. (19)

В результате, используя (8), (12)–(19), получаем, что

BA = F, B =

5∑
m=1

Bm, (20)

где Bm (m = 1, 5) — квадратные матрицы размером n′1n
′
2 × n′1n

′
2. Ненулевые строки

Bm (m = 1, 3) соответствуют уравнению (9) в точках (13): B1 = κ1
(
G′′

1J1
4
)
⊗ G′′

2,
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B2 = κ2
(
G′′

1J1
2
)
⊗
(
G′′

2J2
2
)
, B3 = κ3G

′′
1 ⊗

(
G′′

2J2
4
)
, ненулевые строки матриц B4

и B5 — условиям (16)–(19): B4 = G3 ⊗ G2 + G′′
1 ⊗ G4, B5 = κ4 (G5J1) ⊗ G2 +

κ5G
′′
1 ⊗ (G6J2). Здесь Gi (i = 1, 2) — квадратные матрицы размером n′i × n′i, в ко-

торых ki-е строки равны соответственно Ti(xi,ki) (ki = 0, ni). Матрица G′′
i полу-

чена из Gi путем замены первых и последних двух строк в Gi (i = 1, 2) на нуле-
вые. Квадратные n′1 × n′1-матрицы G3 и G5 содержат только две ненулевые стро-
ки с элементами: G3,0,j1 = T1,j1(−1) = (−1)j1 , G3,n1,j1 = T1,j1(1) = 1, G5,1,j1 =
T1,j1(−1) = (−1)j1 , G5,n1−1,j1 = T1,j1(1) = 1 (j1 = 0, n1). Ненулевые строки квадрат-
ных n′2 × n′2-матриц G4 и G6 определяются аналогично соответствующим строкам
матриц G3 и G5 с использованием T2(−1) и T2(1), ненулевые элементы вектор-
столбца F = (f00 f01 . . . fn1 n2)

T — через fk1 k2 = q∗(x1,k1 , x2,k2), где ki = 2, ni − 2,
i = 1, 2.

Элементы матрицы A устанавливаем из уравнения (20). Функцию ω∗ получаем,
используя (12). Далее находим безразмерные изгибающие моменты и перерезываю-
щие силы:

M∗
x = −

(
4
(
T1J1

2
)
⊗T2 +

4ν2
d∗22

T1 ⊗
(
T2J2

2
))

A, (21)

M∗
y = −

(
4ν2

(
T1J1

2
)
⊗T2 +

4ν2
ν1d∗22

T1 ⊗
(
T2J2

2
))

A, (22)

Q∗
x = −

(
8
(
T1J1

3
)
⊗T2 +

8H

d∗22 Dx
(T1J1)⊗

(
T2J2

2
))

A, (23)

Q∗
y = −

(
8H

d∗2Dx

(
T1J1

2
)
⊗ (T2J2) +

8ν2
d∗32 ν1

T1 ⊗
(
T2J2

3
))

A. (24)

4. Результаты вычислений и их анализ. В качестве примера рассмотрим
задачу определения изгиба прямоугольной ортотропной пластины, находящейся под
действием поперечной нагрузки, безразмерную величинy которой получаем по выра-
жению

q∗(x∗, y∗) = cos(π(2x∗ − 1))

(
1 + cos

(
π

(
2y∗

d∗2
− 1

)))
+

+ cos

(
π

(
2y∗

d∗2
− 1

))(
2H

Dxd∗22
cos(π(2x∗ − 1)) +

ν2
ν1d∗42

(1 + cos(π(2x∗ − 1)))

)
. (25)

В этом случае аналитическое решение краевой задачи (4)–(6) имеет вид

ω∗(x∗, y∗) =
1

16π4
(1 + cos(π(2x∗ − 1)))

(
1 + cos

(
π

(
2y∗

d∗2
− 1

)))
. (26)

При проведении вычислений были использованы физические параметры из [1, 4],
равные E′

x = 131·107 кг/м2, E′
y = 42·107 кг/м2, E′ = 5.1·107 кг/м2,G = 11.1·107 кг/м2.

В табл. 1 представлены результаты вычислений максимальных значений безразмер-
ной величины прогиба ортотропной пластины ω∗, безразмерных изгибающих момен-
тов M∗

x и M∗
y , перерезывающих сил Q∗

x и Q∗
y описанным методом (см. (21)–(24)) при

n1 = n2 = n и на основе аналитического решения (26) для отношений d∗2 =
d2
d1

из [5,

6, 21]. При n = 12 отклонения построенного решения (12) от точного решения (26)

по бесконечной норме не превышают 8.4 · 10−9 для всех отношений d∗2 =
d2
d1

, приве-

денных в табл. 1. Отклонения полученного решения (12) между последовательными
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итерациями n − 1 и n по бесконечной норме не превосходят 2.0 · 10−7 при n = 12,
при n = 18 они составляют 1.2 · 10−14 и 6.1 · 10−13. Распределения величин ω∗(x∗, y∗),
M∗

y (x
∗, y∗) и Q∗

y(x
∗, y∗) при d∗2 = 1 и n = 18 показаны на рис. 1, A, 2, A и 3, A. Из

рис. 2, A и 3, A видно, что значения M∗
y и Q∗

y в углах пластины равны нулю.

Таблица 1. Безразмерные значения прогиба ω∗(x∗, y∗) пластины, изгибающих
моментов M∗

x (x
∗, y∗) и M∗

y (x
∗, y∗), перерезывающих сил Q∗

x(x
∗, y∗) и Q∗

y(x
∗, y∗)

при действии q∗(x∗, y∗) вида (25)

n ω∗
(

1
2
,
d∗2
2

)
M∗
x

(
0,
d∗2
2

)
M∗
y

(
1
2
, 0

)
Q∗
x

(
0,
d∗2
2

)
Q∗
y

(
1
2
, 0

)
d∗2 = 0.5

9 0.00257196 −0.05165399 −0.06632725 0.03285759 0.08726688

12 0.00256650 −0.05066307 −0.06497263 0.00013852 0.00036197

15 0.00256650 −0.05066057 −0.06496928 −0.00000200 −0.00000523

18 0.00256650 −0.05066059 −0.06496931 0.00000000 0.00000000

(26) 0.00256650 −0.05066059 −0.06496931 0.00000000 0.00000000

d∗2 = 1

9 0.00257186 −0.05171218 −0.01656597 0.03392743 0.01063111

12 0.00256650 −0.05066317 −0.01624313 0.00014095 0.00004466

15 0.00256650 −0.05066057 −0.01624232 −0.00000200 −0.00000065

18 0.00256650 −0.05066059 −0.01624233 0.00000000 0.00000000

(26) 0.00256650 −0.05066059 −0.01624233 0.00000000 0.00000000

d∗2 = 1.5

9 0.00257228 −0.05173481 −0.007351354 0.000141417 0.00001288

12 0.00256650 −0.05066320 −0.00721915 0.00014095 0.00004466

15 0.00256650 −0.05066057 −0.00721881 −0.00000204 −0.00000019

18 0.00256650 −0.05066059 −0.00721881 0.00000000 0.00000000

(26) 0.00256650 −0.05066059 −0.00721881 0.00000000 0.00000000

Следуя [4], рассмотрим квадратную ортотропную пластину, находящуюся под
действием постоянной поперечной нагрузки при значениях физических параметров,
введенных выше. В этом случае q∗ = 1 и n1 = n2 = n. В табл. 2 представлены ре-
зультаты вычислений максимальных значений безразмерной величины прогиба квад-
ратной ортотропной пластины ω∗, безразмерных изгибающих моментов M∗

x и M∗
y ,

перерезывающих сил Q∗
x и Q∗

y. При n = 12 в этом случае отклонение полученного
решения (12) между последовательными итерациями n− 1 и n по бесконечной норме
не превышает 1.5 · 10−7. При n = 18 оно становится равным 2.7 · 10−9. Для сравнения
в табл. 3 приведены результаты из [4], где n — число членов экспоненциального ряда.

Распределения величин ω∗(x∗, y∗), M∗
y (x

∗, y∗) и Q∗
y(x

∗, y∗) при n = 18 иллюстри-
руют рис. 1, Б, 2, Б и 3, Б. Из риc. 2, Б и 3, Б видно, что значения M∗

y и Q∗
y в углах

пластины равны нулю. В частности, в угловой точке (0, 0) точность вычислений для
M∗

y не менее 3.8 · 10−15 и 6.5 · 10−13 для Q∗
y. В [4] M∗

y и Q∗
y при удержании 500 членов

экспоненциального ряда соответственно равны −5.9 · 10−10 и 2.5 · 10−4. Максималь-
ные значения M∗

y и Q∗
y достигаются на серединах сторон пластины, что согласуется

с выводом, сделанным в [4].
Следуя [5, 6, 21], рассмотрим пластину, находящуюся под действием попереч-

ной нагрузки, для которой q∗(x∗, y∗) = x∗, ν = ν1 = ν2 = 0.3 и Dxy = (1 − ν)D/2.
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Таблица 2. Безразмерные значения прогиба ω∗(x∗, y∗) в центре квадратной
пластины, изгибающих моментов M∗

x (x
∗, y∗) и M∗

y (x
∗, y∗), перерезывающих сил

Q∗
x(x

∗, y∗) и Q∗
y(x

∗, y∗) в серединах ее краев при действии q∗(x∗, y∗) = 1

n ω∗ (
1
2
, 1
2

)
M∗
x

(
0, 1

2

)
M∗
y

(
1
2
, 0

)
Q∗
x

(
0, 1

2

)
Q∗
y

(
1
2
, 0

)
9 0.00225872 −0.07580865 −0.03295874 0.49301920 0.31054039
12 0.00225768 −0.07581385 −0.03275203 0.49425121 0.30416597
15 0.00225768 −0.07581554 −0.03275334 0.49437710 0.30411444
18 0.00225768 −0.07581435 −0.03275244 0.49427850 0.30403556

Таблица 3. Безразмерные значения прогиба ω∗(x∗, y∗) в центре квадратной
пластины, изгибающих моментов M∗

x (x
∗, y∗) и M∗

y (x
∗, y∗), перерезывающих сил

Q∗
x(x

∗, y∗) и Q∗
y(x

∗, y∗) в серединах ее краев при действии q∗(x∗, y∗) = 1

согласно результатам [4]

n ω∗ ( 1
2
, 1
2

)
M∗
x

(
0, 1

2

)
M∗
y

(
1
2
, 0

)
Q∗
x

(
0, 1

2

)
Q∗
y

(
1
2
, 0

)
12 0.00225757 −0.07581233 −0.03234379 0.4938346 0.3118534
28 0.00225768 −0.07581435 −0.03273336 0.4942802 0.3046420
44 0.00225768 −0.07581438 −0.03275615 0.4942802 0.3047921
500 0.00225768 −0.07581438 −0.03275244 0.4942802 0.3040332

Рис. 1. Безразмерный изгиб срединной поверхности ω∗(x∗, y∗) ортотропной квадратной
пластины при действии q∗(x∗, y∗) вида (25) (A) и q∗(x∗, y∗) = 1 (Б)

В табл. 4 приведены результаты вычислений, согласно (12), безразмерных значений
изгиба ω∗(x∗, y∗) в центре пластины при n1 = n2 = n = 18 для различных отно-

шений d∗2 =
d2
d1

по сравнению с результатами [1, 5, 6, 21], в табл. 5 — изгибающе-

го момента M∗
y

(
1

2
, 0

)
, вычисленного по (22) при n1 = n2 = n = 18, в сравнении

с результатами [1, 6].

Распределения величин η1 = arctg

(
κ4
∂ω∗

∂x∗

)
и η2 = arctg

(
κ5
∂ω∗

∂y∗

)
при n = 18
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Рис. 2. Безразмерный изгибающий момент M∗
y (x

∗, y∗) ортотропной квадратной пластины
при действии q∗(x∗, y∗) вида (25) (A) и q∗(x∗, y∗) = 1 (Б)

Рис. 3. Безразмерная перерезывающая сила Q∗
y(x

∗, y∗) ортотропной квадратной пластины
при действии q∗(x∗, y∗) вида (25) (A) и q∗(x∗, y∗) = 1 (Б)

иллюстрируют рис. 4 и 5. Из них видно, что значения η1 и η2 на сторонах пластины
равны нулю, что согласуется с граничными условиями для угла отклонения в соот-
ветствии с (2) и (3).

Представленные результаты показывают достаточно быструю сходимость по-
строенного решения (12).

5. Заключение. В работе предложен новый подход к построению решения зада-
чи моделирования изгиба защемленной по контуру тонкой ортотропной прямоуголь-
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Рис. 4. η1(x∗, y∗) для ортотропной квадратной пластины
при действии q∗(x∗, y∗) вида (25) (A) и q∗(x∗, y∗) = 1 (Б)

Рис. 5. η2(x∗, y∗) для ортотропной квадратной пластины
при действии q∗(x∗, y∗) вида (25) (A) и q∗(x∗, y∗) = 1 (Б)

ной пластины с использованием многочленов Чебышёва первого рода в качестве ба-
зисной системы функций при разложении решения краевой задачи и метода коллока-
ции для нахождения коэффициентов в этом разложении. Реализация предложенного
подхода сочетает в себе свойства многочленов Чебышёва и операции над матрицами
для достижения высокой точности решения рассматриваемой задачи. Представлены
результаты вычислений изгиба срединной поверхности пластины при различных от-
ношениях длин сторон пластины и видах поперечной нагрузки. Получены выражения

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2024. Т. 20. Вып. 3 319



Таблица 4. Безразмерные значения прогиба ω∗(x∗, y∗) в центре пластины

(ν = ν1 = ν2 = 0.3) при действии q∗(x∗, y∗) = x∗ в зависимости от отношения d∗2 =
d2
d1

d∗2 0.5 2/3 1 1.5
(12) 0.000079 0.000217 0.000632 0.001098
[1] 0.000080 0.000217 0.00063 0.00110
[5] 0.000085 0.000233 0.000675 0.001182
[6] 0.000079 0.000217 0.000629 0.00110
[21] 0.000080 0.000217 0.0006286 0.001089

Таблица 5. Безразмерные значения изгибающего момента M∗
y

(
1
2
, 0
)

при действии

q∗(x∗, y∗) = x∗ на пластину (ν = ν1 = ν2 = 0.3) в зависимости от отношения d∗2 =
d2
d1

d∗2 0.5 2/3 1 1.5
(22) −0.01036 −0.01681 −0.02566 −0.02851
[1] −0.0104 −0.0168 −0.0257 −0.0285
[6] −0.0104 −0.0168 −0.0257 −0.0285

для изгибающих моментов и перерезывающих сил с использованием найденных коэф-
фициентов в разложении функции изгиба. Приведенные результаты показывают, что
предложенный подход имеет хорошую точность и сходимость для задач расчета нор-
мального перемещения точек срединной поверхности тонких прямоугольных орто-
тропных пластин в рамках теории Кирхгофа и может найти применение для исследо-
вания напряженно-деформированного состояния тонких пластин при использовании
теории Тимошенко.
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Within the framework of Kirchhoff’s theory, a new approach to constructing a solution to
the problem of modeling the bending of a thin rectangular orthotropic plate clamped along
the contour, which is under the influence of a load normally distributed over its surface, is
proposed. the solution to the inhomogeneous biharmonic equation for an orthotropic plate
is obtained in the form of a partial sum of a double series in Chebyshev polynomials of
the first kind. To find the coefficients in this expansion, the boundary value problem is
reduced by the collocation method to a system of linear algebraic equations in matrix form
using the properties of these polynomials. Based on matrix and differential transformations,
expressions for bending moments and shearing forces are obtained. the results of calculations
of the bending of the middle surface of the plate under different loads on the plate are
presented, which demonstrate the effectiveness of the proposed approach.
Keywords: collocation method, biharmonic equation, Chebyshev polynomials of the first
kind, bending of a thin orthotropic plate.
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