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Описана общая интегральная модель притока и оттока динамической системы, пара-
метры которой имеют стохастический характер. Для такого типа динамических систем
формулируется общий принцип динамического баланса, а также вводятся понятия ин-
тервальной динамической сбалансированности интегральных объемов притока и оттока
и характеристики динамического баланса. Класс стохастических динамических про-
цессов и систем притока и оттока, удовлетворяющих принципу динамического балан-
са, достаточно широк (распространение эпидемий вирусов и динамика заболеваемости
в медицине, процессы изменения численности и структуры населения в демографии,
динамика спроса-предложения в экономике и т. д.). Возможности применения предла-
гаемой модели для построения кратко- и долгосрочных прогнозов демонстрируются на
примерах распространения эпидемии COVID-19 в Москве и Санкт-Петербурге, а также
прогнозирования роста населения Земли и отдельных стран. Приводятся результаты
вычислительных экспериментов по построению ретроспективных прогнозов состояния
динамических систем с использованием метода динамических трендов стохастических
параметров интегральной модели и классического метода ARIMA. Проводится сравни-
тельный анализ точности прогнозирования.

Ключевые слова: динамические системы притока и оттока, принцип динамического ба-
ланса, характеристика динамического баланса, математическое моделирование, прогно-
зирование.

1. Введение. Класс стохастических динамических процессов и систем притока
и оттока достаточно широк. К нему, например, относятся многочисленные процес-
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сы в области здравоохранения, такие как эволюция вирусных эпидемий и заболева-
ний невирусного характера, в области демографии — процессы роста численности
и изменения структуры населения стран и Земли в целом, в экономике — процессы
движения капиталов.

Пусть динамическая система X в момент времени t = t0 > 0 состоит из X(t0) > 0
элементов определенного типа. Предположим, что в каждый момент времени t =
t0 + 1, t0 + 2, . . . , t0 + T (1 6 T < ∞) задано число xinf(t) > 0 новых элементов
того же типа, поступающих в систему, и число xof(t) > 0 элементов, покидающих
систему, xinf(t0) = xof(t0) = 0. Временные ряды xinf(t) и xof(t) будем соответственно
называть притоком и оттоком. Рассмотрим дискретную модель динамики системы
X(t) при наличии притока xinf(t) и оттока xof(t). Очевидно, что состояние системы
можно описать дискретным уравнением

X(t) = X(t− 1) + xinf(t)− xof(t). (1)

Если приток и отток представляют собой недетерминированные динамические про-
цессы, то эволюция системы X(t) есть случайный процесс, определяемый динамикой
временных рядов притока и оттока, а сама система (1) в общем случае имеет стоха-
стический характер.

Прогнозирование динамики такой системы не представляет труда, если значения
притока и оттока xinf(t) и xof(t) являются детерминированными функциями време-
ни. Для анализа и прогнозирования систем, для которых указанные временные ряды
стационарные, существуют много статистических методов, позволяющих генериро-
вать прогнозы достаточно высокой точности. Однако если условие стационарности
не выполняется и/или функции распределения неизвестны, то принятие решений о
построении прогнозов динамики системы будет связано со значительной неопреде-
ленностью.

К наиболее известным и часто используемым моделям прогнозирования времен-
ных рядов относится модель ARIMA(p, d, q). Аббревиатура ARIMA носит описатель-
ный характер и отражает ключевые аспекты самой модели (AutoRegressive Integrated
Moving Average, интегрированная модель авторегрессии — скользящего среднего). AR
отвечает за авторегрессионную часть, т. е. за порядок запаздывания (p), I — за сте-
пень разности (d), MA — за размер окна скользящего среднего, также называемого
порядком скользящего среднего (q). Получается, что разности временного ряда по-
рядка d подчиняются модели ARMA(p, q).

В общем виде модель ARIMA(p, d, q) можно представить следующим образом:

∆dXt = c+

p∑

i=1

ai∆
dXt−i +

q∑

j=1

bjεt−j + εt,

где ai, bj , c — параметры модели; εt — стационарный временной ряд; ∆d — опера-
тор разности временного ряда порядка d (последовательное взятие d раз разностей
первого порядка); Xt соответствует значению X(t).

Автокорреляционные методы регрессионного анализа достаточно широко приме-
нялись для прогнозирования, например, динамики временного ряда притока новых
случаев заболевания во время пандемии COVID-19. В статьях [1–4] рассматривает-
ся использование модели ARIMA при построении прогнозов распространения панде-
мии в ряде стран мира. Следует отметить, что эта модель по сравнению с другими
инструментами дает более точные прогнозы, однако, хотя модели временных рядов
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и являются популярным инструментом прогнозирования, их применение для оценки
распространения новых инфекций не всегда позволяет построить прогнозы высокой
степени точности.

Модели анализа временных рядов широко внедрены для прогнозирования тен-
денций, структурных сдвигов, циклов и ненаблюдаемых значений и доказали свою
полезность в области медицины [5, 6]. Было показано, что модель авторегрессионно-
го скользящего среднего обладает многообещающей точностью для прогнозирования
динамики различных инфекционных заболеваний [7, 8]. При этом исследователи от-
мечают, что ARIMA способна давать качественные результаты на краткосрочном
горизонте прогнозирования [9].

При изучении COVID-19 с помощью модели ARIMA проводилось прогнозиро-
вание количества новых случаев заболевания, смертей и выздоровлений на основе
ежедневных данных из разных стран для оценки будущей динамики эпидемии [10–
13]. В течение первой волны эпидемии COVID-19 было несколько попыток спрогно-
зировать дальнейшее развитие эпидемической ситуации благодаря моделям ARIMA.
Например, в работе [14] модель ARIMA применялась для краткосрочного прогноза
общего количества новых случаев заболевания на основе ежедневных данных ООН
с 21 января по 16 марта 2020 г. Для оценки построенных моделей использовались
информационный критерий Акаике (AIC) и тест Люнг — Бокса. Чтобы оценить до-
стоверность предложенной модели, были рассчитаны средняя абсолютная процент-
ная ошибка (MAPE) и среднеквадратическая ошибка (RMSE) между наблюдаемы-
ми и спрогнозированными значениями числа новых случаев COVID-19. Авторы [14]
предложили использовать модель с параметрами ARIMA(1, 2, 1), при этом горизонт
прогнозирования составлял 5 дней. В [15] была проанализирована динамика развития
эпидемии COVID-19 в Южной Африке. С помощью модели ARIMA(11, 1, 9) был осу-
ществлен 15-дневный прогноз новых случаев заболевания COVID-19, обучающими
историческими данными служили сведения за период с 7 марта 2020 г. по 3 августа
2021 г.

2. Интегральная модель притока и оттока. Рассмотрим суммы членов вре-
менных рядов притока и оттока до момента времени t 6 T .

Определение 1. Будем называть Xinf(t) интегральным значением притока в си-
стемуX с момента времени t0 + 1 до момента времени t 6 T сумму членов временного
ряда притока:

Xinf(t) =

t∑

τ=t0

xinf(τ).

Определение 2. Будем называть Xof(t) интегральным значением оттока из си-
стемыX с момента времени t0 + 1 до момента времени t 6 T сумму членов временного
ряда оттока:

Xof(t) =

t∑

τ=t0

xof(τ).

Следует заметить, что полученные таким образом временные ряды Xinf(t)
и Xof(t) зависят от всех членов временных рядов xinf(τ) и xof(τ), t0 + 1 6 τ 6 t
соответственно.

Уравнение (1) с учетом введенных ограничений можно преобразовать к виду

X(t) = X(t0) +Xinf(t)−Xof(t).
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Введем также для любого t > t0 + 1 следующие обозначения:

rinf(t) = 100 · Xinf(t)−Xinf(t− 1)

Xinf(t− 1)
, (2)

rof(t) = 100 · Xof(t)−Xof(t− 1)

Xof(t− 1)
. (3)

Величина rinf(t) называется процентным приростом интегрального значения притока
в момент времени t, а rof(t) — процентным приростом интегрального значения оттока.

Рассмотрим систему дискретных уравнений переменных X(t), Xinf(t) и Xof(t)
с недетерминированными параметрами rinf(t) и rof(t) (см. (2) и (3)):

X(t) = X(t0) +Xinf(t)−Xof(t), (4)

Xinf(t) =

(
1 +

rinf(t)

100

)
Xinf(t− 1), (5)

Xof(t) =

(
1 +

rof(t)

100

)
Xof(t− 1) (6)

при Xinf(t0) = Xof(t0) = 0, t > t0 + 1. Систему (4)–(6) будем называть интегральной
моделью притока и оттока системы X .

Тогда справедливо следующее утверждение.
Утверждение. Пусть X(t0) = 0, xinf(t0) = xof(t0) = 0, xinf(t) > 0 и xof(t) > 0

для всех t > t0. Для того чтобы множество динамической системы X, состоя-
ние которой удовлетворяет системе (4)–(6), было не пусто при t > t0, необходимо
и достаточно, чтобы для любого t > t0 было выполнено неравенство

Xinf(t) > Xof(t). (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть множество системы X не
является пустым при t > t0, это означает, что X(t) > 0. Тогда, поскольку X(t0) = 0,
с учетом системы (4)–(6) получаем справедливость неравенства (7) для t > t0.

Достаточность. Пусть для всех t > t0 неравенство (7) выполняется. Тогда
X(t) > 0 при любом значении X(t0) > 0. То есть множество элементов системы
X не является пустым при любом при t > t0. �

Рассмотрим для всех значений t, таких, что t0 + 1 6 t 6 t0 + T , задачу
целочисленного линейного программирования

min
t0+16τ6t

τ (8)

при условии, что
Xinf(τ) > Xof(t). (9)

Обозначим через τ(t) решение задачи (8), (9).
Справедлива следующая теорема.
Теорема (принцип динамического баланса систем притока и оттока).

Пусть для любых целых значений t, таких, что t0 + 1 6 t 6 t0 + T , выполнено
неравенство Xinf(t) > Xof(t), и τ(t) есть решение задачи целочисленного программи-
рования (8), (9). Тогда для любых значений t, таких, что t0 + 1 6 t 6 t0 + T ,
имеет место неравенство

Xinf(τ(t)) > Xof(t) > Xinf(τ(t) − 1). (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1 в [16].

124 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2024. Т. 20. Вып. 2



Замечание. В соответствии с принципом динамического баланса систем притока
и оттока временные ряды Xinf(t) и Xof(t) удовлетворяют условию (10), которое содер-
жательно означает, что величины интегральных объемов оттока в момент времени
t находятся между последовательными значениями интегральных объемов притока
в моменты времени τ(t)− 1 и τ(t). Такое свойство будем называть интервальной ди-
намической сбалансированностью притока и оттока.

Определение 3. Пусть τ(t) есть решение задачи (8), (9). Величина θ(t) = t−τ(t)
называется характеристикой динамического баланса интегральных объемов притока
и оттока в системе X .

3. Применение интегральной модели притока и оттока.
3.1. Прогнозирование динамики эпидемий новых вирусов. Наиболее по-

пулярной моделью для описания процессов распространения инфекционных забо-
леваний в некоторой популяции является трехкамерная модель SIR (Susceptible —
Infected — Removed). В текущий момент времени каждый человек из этой популяции
принадлежит одной из трех групп: восприимчивые к вирусу (Susceptible), инфициро-
ванные (Infected) и группа, для которых болезнь завершилась (выздоровевшие или
умершие (Removed)). В группу восприимчивых входят все люди, которые еще не
подверглись заражению инфекцией. По мере распространения вируса часть из них
переходят в группу инфицированных, а затем в группу выбывших (выздоровевших
или умерших). Предполагается, что полное число людей в популяции равно сумме
численностей этих трех групп. Впервые модель была в общем виде описана в работе
У. Кермака и А. Мак-Кендрика в 1927 г. [17], однако наибольший интерес исследова-
телей был в дальнейшем сосредоточен на частном случае этой модели в виде системы
из трех дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами [18].

Следует заметить, что публикуемые статистические данные о заболеваемости
COVID-19 содержат ежедневное число новых случаев заболевания, ежедневное коли-
чество выздоровевших и умерших, общее количество заболевших и общее количество
выздоровевших и умерших с начала эпидемии. На основании этих данных можно
вычислить текущее число болеющих людей (активных случаев болезни). Фактически
статистические данные содержат значения временных рядов притока (новых случаев
заболевания) xinf(t) и оттока (общее число выздоровевших и умерших) xof(t) в систе-
ме, текущее число элементов в которой X(t) равно численности группы инфициро-
ванных (болеющих людей) в момент времени t.

Вместо трехкамерной модели SIR рассмотрим модель, описываемую при t > t0
системой дискретных уравнений следующего вида:

I(t) = C(t) −R(t), (11)

C(t) =

(
1 +

rinf(t)

100

)
C(t− 1), (12)

R(t) =

(
1 +

rof(t)

100

)
R(t− 1), (13)

I(t0) = C(t0) = R(t0) = 0.

В этой модели переменная C(t) характеризует интегральный приток (общее количе-
ство) новых случаев заболевания (Confirmed Cases), а переменная R(t) — интеграль-
ный отток суммарного количества выздоровевших и умерших (Removed), начиная
с момента времени t0 + 1 до момента времени t (включительно):
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C(t) =

t∑

t=t0+1

xinf(t),

R(t) =

t∑

t=t0+1

xof(t).

Параметрами модели являются процентный прирост интегрального объема притока
(общего количества выявленных случаев заболевания) rinf(t) и процентный прирост
интегрального объема оттока (общего количества выздоровевших и умерших пациен-
тов) rof(t), меняющиеся во времени.

Будем называть модель динамики заболевания (11)–(13) интегральной моделью
притока и оттока болеющих людей.

3.2. Результаты вычислительных экспериментов. Рассмотрим резуль-
таты вычислительных экспериментов по построению ретроспективных прогнозов со-
стояния динамических систем с использованием прогнозов линейных по времени
трендов стохастических параметров интегральной модели и классического метода
ARIMA.

Приведем сначала пример применения интегральной модели притока и оттока
болеющих людей для прогнозирования динамики заболевания COVID-19 в Москве
и Санкт-Петербурге в период первой волны эпидемии при прогнозировании динамики
процентных приростов интегральных объемов притока с помощью линейных трендов
[16] этих параметров.

Таблица 1. Ретроспективные прогнозы количества болеющих людей в Москве
в период первой волны эпидемии COVID-19 в 2020 г. при использовании

линейных трендов процентных приростов интегральных объемов
притока и оттока

ИП, Прирост ИО, Прирост I(t), I(t), чел. Точность
Дата

чел. ИП, % чел. ИО, % чел. (прогноз) прогноза, %
1 2 3 4 5 6 7 8

14 апреля 13 002 12.93 1111 20.89 11 891
15 апреля 14 776 13.64 1311 18.00 13 465
16 апреля 16 146 9.27 1507 14.95 14 639
17 апреля 18 105 12.13 1644 9.09 16 461
18 апреля 20 754 14.63 1827 11.13 18 927
19 апреля 24 324 17.20 1939 6.13 22 385
20 апреля 26 350 8.33 2042 5.31 24 308
21 апреля 29 433 11.70 2290 12.14 27 143
22 апреля 31 981 8.66 2528 10.39 29 453
23 апреля 33 940 6.13 2736 8.23 31 204
24 апреля 36 897 8.71 3060 11.84 33 837
25 апреля 39 509 7.08 3413 11.54 36 096
26 апреля 42 480 7.52 3579 4.86 38 901
27 апреля 45 351 6.76 3959 10.62 41 392
28 апреля 48 426 6.78 4609 16.42 43 817
29 апреля 50 646 4.58 5156 11.87 45 490
30 апреля 53 739 6.11 5746 11.44 47 993

1 мая 57 300 6.63 6424 11.80 50 876 50 876 100.00
2 мая 62 658 9.35 7069 10.04 55 589 53 813 96.81
3 мая 68 606 9.49 7758 9.75 60 848 56 793 93.34
4 мая 74 401 8.45 8337 7.46 66 064 59 802 90.52
5 мая 80 115 7.68 8686 4.19 71 429 62 827 87.96
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Окончание табл. 1
1 2 3 4 5 6 7 8

6 мая 85 973 7.31 9324 7.35 76 649 65 852 85.91
7 мая 92 676 7.80 10 132 8.67 82 544 68 861 83.42
8 мая 98 522 6.31 11 215 10.69 87 307 71 835 82.28
9 мая 104 189 5.75 13 789 22.95 90 400 74 756 82.69
10 мая 109 740 5.33 14 858 7.75 94 882 77 604 81.79
11 мая 115 909 5.62 18 946 27.51 96 963 80 358 82.87
12 мая 121 301 4.65 20 821 9.90 100 480 MAPE = 13.24 %
13 мая 126 004 3.88 22 738 9.21 103 266
14 мая 130 716 3.74 24 617 8.26 106 099
15 мая 135 464 3.63 25 920 5.29 109 544 109 544 100.00
16 мая 138 969 2.59 27 464 5.96 111 505 112 873 98.77
17 мая 142 824 2.77 28 993 5.57 113 831 116 069 98.03
18 мая 146 062 2.27 30 493 5.17 115 569 119 114 96.93
19 мая 149 607 2.43 33 147 8.70 116 460 121 991 95.25
20 мая 152 306 1.80 38 662 16.64 113 644 124 683 90.29
21 мая 155 219 1.91 42 476 9.86 112 743 127 175 87.20
22 мая 158 207 1.93 45 449 7.00 112 758 129 450 85.20
23 мая 161 397 2.02 49 347 8.58 112 050 131 495 82.65
24 мая 163 913 1.56 51 833 5.04 112 080 133 298 81.07
25 мая 166 473 1.56 55 620 7.31 110 853 134 845 78.36
26 мая 169 303 1.70 63 729 14.58 105 574 MAPE = 10.63 %
27 мая 171 443 1.26 69 641 9.28 101 802
28 мая 173 497 1.20 73 505 5.55 99 992
29 мая 175 829 1.34 77 055 4.83 98 774
30 мая 178 196 1.35 80 732 4.77 97 464
31 мая 180 791 1.46 82 656 2.38 98 135
1 июня 183 088 1.27 84 792 2.58 98 296
2 июня 185 374 1.25 90 893 7.20 94 481
3 июня 187 216 0.99 94 339 3.79 92 877
4 июня 189 214 1.07 97 464 3.31 91 750 91 750 100.00
5 июня 191 069 0.98 100 164 2.77 90 905 90 582 99.64
6 июня 193 061 1.04 103 295 3.13 89 766 89 379 99.57
7 июня 195 017 1.01 105 633 2.26 89 384 88 147 98.62
8 июня 197 018 1.03 107 317 1.59 89 701 86 892 96.87
9 июня 198 590 0.80 112 766 5.08 85 824 85 620 99.76
10 июня 199 785 0.60 116 618 3.42 83 167 84 338 98.59
11 июня 201 221 0.72 118 907 1.96 82 314 83 053 99.10
12 июня 202 935 0.85 121 211 1.94 81 724 81 771 99.94
13 июня 204 428 0.74 122 789 1.30 81 639 80 500 98.60
14 июня 205 905 0.72 124 972 1.78 80 933 79 244 97.91
15 июня 207 264 0.66 126 574 1.28 80 690 78 013 96.68
16 июня 208 680 0.68 129 500 2.31 79 180 76 811 97.01
17 июня 209 745 0.51 131 819 1.79 77 926 75 645 97.07
18 июня 210 785 0.50 133 914 1.59 76 871 74 523 96.94
19 июня 211 921 0.54 135 965 1.53 75 956 73 449 96.70
20 июня 212 978 0.50 138 114 1.58 74 864 72 429 96.75
21 июня 213 946 0.45 139 153 0.75 74 793 71 470 95.56
22 июня 215 014 0.50 140 287 0.81 74 727 70 576 94.44
23 июня 216 095 0.50 142 891 1.86 73 204 69 752 95.28
24 июня 216 906 0.38 144 925 1.42 71 981 69 003 95.86
25 июня 217 791 0.41 145 863 0.65 71 928 68 333 95.00
26 июня 218 604 0.37 147 885 1.39 70 719 67 746 95.80
27 июня 219 354 0.34 149 757 1.27 69 597 67 244 96.62
28 июня 220 071 0.33 150 833 0.72 69 238 66 831 96.52
29 июня 220 853 0.36 151 863 0.68 68 990 66 508 96.40
30 июня 221 598 0.34 154 193 1.53 67 405 66 278 98.33

MAPE = 2.71 %
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В табл. 1 в столбцах 2–5 находятся фактические данные об интегральных объе-
мах притока (ИП) и оттока (ИО), значениях их процентных приростов и количествe
активных случаев в Москве, полученные из ежедневных отчетов Коммуникационного
центра Правительства РФ по ситуации с коронавирусом, размещенных в открытом
доступе на портале стопкоронавирус.рф. В столбце 7 представлены ретроспективные
прогнозы количества болеющих людей, построенные при использовании линейных
трендов процентных приростов интегральных объемов притока и оттока на основа-
нии статистики, предшествующей датам построения прогнозов 1 мая, 15 мая и 4 июня
2020 г., в столбце 8 — ежедневные абсолютные значения точности полученных прогно-
зов, а также MAPE — средняя абсолютная ошибка в процентах для соответствующего
горизонта прогнозирования.

В табл. 2 приведены аналогичные данные для Санкт-Петербурга. Однако про-
гнозы количества активных случаев болезни (см. столбец 7) получены при использо-
вании для прогнозирования процентных приростов притока и оттока модели ARIMA.
Для этого были построены модели ARIMA отдельно для прогнозирования динамики
изменения интегральных притока и оттока. Гиперпараметры моделей обновлялись
при рассмотрении различных интервалов для моделирования. Так, для прогнозиро-
вания прироста интегрального притока в начале мая 2020 г. применялась модель
ARIMA(7, 1, 7), для интервала прогнозирования с 1 по 30 июня 2020 г. — модель
ARIMA(2, 1, 1). Для каждого горизонта прогнозирования также приведены точность
прогноза и показатель MAPE.

Таблица 2. Ретроспективные прогнозы количества болеющих людей
в Санкт-Петербурге в период первой волны эпидемии COVID-19 в 2020 г.

при использовании ARIMA

ИП, Прирост ИО, Прирост I(t), I(t), чел. Точность
Дата

чел. ИП, % чел. ИО, % чел. (прогноз) прогноза, %
1 2 3 4 5 6 7 8

14 апреля 799 17.85 82 0.00 717
15 апреля 929 16.27 100 21.95 829
16 апреля 1083 16.58 117 17.00 966
17 апреля 1507 39.15 138 17.95 1369
18 апреля 1646 9.22 240 73.91 1406
19 апреля 1760 6.93 247 2.92 1513
20 апреля 1846 4.89 249 0.81 1597
21 апреля 1973 6.88 291 16.87 1682
22 апреля 2267 14.90 341 17.18 1926
23 апреля 2458 8.43 385 12.90 2073
24 апреля 2711 10.29 431 11.95 2280
25 апреля 2926 7.93 483 12.06 2443
26 апреля 3077 5.16 516 6.83 2561
27 апреля 3238 5.23 516 0.00 2722
28 апреля 3436 6.11 571 10.66 2865
29 апреля 3726 8.44 737 29.07 2989
30 апреля 4062 9.02 808 9.63 3254

1 мая 4411 8.59 812 0.50 3599 3599 100.00
2 мая 4734 7.32 910 12.07 3824 3693 96.59
3 мая 5029 6.23 1095 20.33 3934 3858 98.07
4 мая 5346 6.30 1234 12.69 4112 4004 97.37
5 мая 5572 4.23 1505 21.96 4067 4138 98.25
6 мая 5 884 5.60 1572 4.45 4312 4265 98.91
7 мая 6190 5.20 1596 1.53 4594 4387 95.50
8 мая 6565 6.06 1645 3.07 4920 4506 91.59
9 мая 6990 6.47 1715 4.26 5275 4623 87.64
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Окончание табл. 2
1 2 3 4 5 6 7 8

10 мая 7404 5.92 1727 0.70 5677 4739 83.47
11 мая 7711 4.15 1737 0.58 5974 4854 81.25
12 мая 8050 4.40 1842 6.04 6208 MAPE = 7 %
13 мая 8485 5.40 1911 3.75 6574
14 мая 8945 5.42 1968 2.98 6977
15 мая 9486 6.05 2079 5.64 7407 7407 100.00
16 мая 10 011 5.53 2189 5.29 7822 7710 98.57
17 мая 10 462 4.51 2260 3.24 8202 8075 98.45
18 мая 10 887 4.06 2299 1.73 8588 8437 98.24
19 мая 11 340 4.16 2367 2.96 8973 8796 98.03
20 мая 11 795 4.01 2579 8.96 9216 9152 99.31
21 мая 12 203 3.46 2765 7.21 9438 9506 99.28
22 мая 12 592 3.19 2966 7.27 9626 9856 97.61
23 мая 12 955 2.88 3237 9.14 9718 10 203 95.01
24 мая 13 339 2.96 3585 10.75 9754 10 548 91.86
25 мая 13 713 2.80 3728 3.99 9985 10 889 90.95
26 мая 14 076 2.65 3894 4.45 10 182 MAPE = 5 %
27 мая 14 463 2.75 4616 18.54 9847
28 мая 14 846 2.65 4950 7.24 9896
29 мая 15 215 2.49 5291 6.89 9924
30 мая 15 580 2.40 5564 5.16 10 016
31 мая 15 949 2.37 5884 5.75 10 065
1 июня 16 313 2.28 5961 1.31 10 352
2 июня 16 689 2.30 6231 4.53 10 458
3 июня 17 069 2.28 6571 5.46 10 498
4 июня 17 444 2.20 6959 5.90 10 485 10 485 100.00
5 июня 17 822 2.17 7367 5.86 10 455 10 709 97.57
6 июня 18 169 1.95 7808 5.99 10 361 10 816 95.61
7 июня 18 509 1.87 8136 4.20 10 373 10 924 94.68
8 июня 18 835 1.76 8307 2.10 10 528 11 035 95.18
9 июня 19 153 1.69 8534 2.73 10 619 11 148 95.02
10 июня 19 466 1.63 9003 5.50 10 463 11 262 92.36
11 июня 19 769 1.56 9384 4.23 10 385 11 379 90.43
12 июня 20 043 1.39 9837 4.83 10 206 11 497 87.35
13 июня 20 305 1.31 10 130 2.98 10 175 11 616 85.83
14 июня 20 561 1.26 10 274 1.42 10 287 11 738 85.90
15 июня 20 813 1.23 10 374 0.97 10 439 11 861 86.38
16 июня 21 047 1.12 10 660 2.76 10 387 11 986 84.61
17 июня 21 275 1.08 11 414 7.07 9861 12 112 77.18
18 июня 21 506 1.09 12 080 5.83 9426 12 239 70.15
19 июня 21 734 1.06 12 964 7.32 8770 12 369 58.97
20 июня 21 966 1.07 13 779 6.29 8187 12 499 47.33
21 июня 22 195 1.04 14 303 3.80 7892 12 631 39.95
22 июня 22 412 0.98 14 516 1.49 7896 12 765 38.34
23 июня 22 632 0.98 14 772 1.76 7860 12 899 35.89
24 июня 22 850 0.96 15 453 4.61 7397 13 035 23.78
25 июня 23 071 0.97 16 061 3.93 7010 13 172 12.09
26 июня 23 294 0.97 16 503 2.75 6791 13 311 4.00
27 июня 23 518 0.96 17 276 4.68 6242 13 450 0.00
28 июня 23 735 0.92 17 895 3.58 5840 13 591 0.00
29 июня 23 954 0.92 18 161 1.49 5793 13 732 0.00
30 июня 24 207 1.06 18 446 1.57 5761 13 875 0.00

MAPE = 45 %

На рисунке представлены результаты моделирования для Москвы и Санкт-Пе-
тербурга.

При использовании краткосрочных прогнозов линейных трендов процентных
приростов ошибка MAPE при оценке будущего количества болеющих людей для
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Рис. 1. Фактические и расчетные траектории изменения числа
активных случаев заболевания COVID-19 в Москве (a) и Санкт-Петербурге (б )

на рассматриваемых интервалах прогнозирования (2020 г.)
Количество активных случаев: 1 — фактическое, 2 — прогноз с помощью линейных трендов,

3 — прогноз, модель ARIMA.

Москвы в периоды 1–11 и 15–20 мая 2020 г. первой волны составила 13.24 и 10.63 % со-
ответственно. Показатели для модели ARIMA были равны 18 и 10 % соответственно.
При увеличении горизонта прогнозирования до 27 дней (период c 4 по 30 июня 2020 г.)
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прогнозы линейных трендов показали более высокие результаты — ошибка MAPE со-
ставила 2.7 % против 10 % при применении модели ARIMA. Схожие результаты были
получены и при рассмотрении ситуации в Санкт-Петербурге. Ошибка краткосрочных
прогнозов при оценке с помощью линейных трендов не превышала 5.6 %, а модели
ARIMA — не более 7 %. В случае более далекого горизонта прогнозирования (27 дней)
ошибка модели ARIMA возрастала до 45 %, в то время как при использовании модели
оценки линейных трендов процентных приростов MAPE = 3.6 %.

Таким образом, следует отметить, что и для Москвы, и для Санкт-Петербурга
при коротких горизонтах прогнозирования как модель притока и оттока, так и мо-
дель ARIMA показывали схожие результаты. При этом при увеличении интервала
прогнозирования ошибка модели ARIMA начинала нарастать, а модель оценки ли-
нейных трендов стохастических параметров интегральной модели притока и оттока
демонстрировала значительно более высокую точность.

3.3. Прогнозирование динамики численности населения. Для прогнози-
рования численности населения Земли и отдельных стран построим интегральную мо-
дель динамики численности населения. Временные ряды ежегодных значений коли-
чества родившихся детей B(t) и умерших людей D(t), формирующих приток и отток
в систему народонаселения Земли, содержатся в базе данных ООН [19]. При построе-
нии модели следует дополнительно учесть отток населения за счет чистой миграции
NM(t). Систему народонаселения страны обозначим N , численность ее элементов —
N(t). Приток в систему N обеспечивает годовая рождаемость B(t), отток из системы
DNM(t) равен D(t) +NM(t).

Тогда система дискретных уравнений, описывающих динамику численности на-
селения N(t), будет иметь следующий вид:

N(t) = N(t0) +Bint(t)−DNMint(t), (14)

Bint(t) =

(
1 +

rinf(t)

100

)
Bint(t− 1), (15)

DNMint(t) =

(
1 +

rof(t)

100

)
DNMint(t− 1), (16)

где

Bint(t) =

t∑

t0+1

B(t),

DNMint(t) =

t∑

t0+1

DNM(t).

Результаты моделирования и прогнозирования динамики численности населения
Земли в целом представлены в статье [16], а численности населения двух стран За-
падной Африки — в [20]. Важными особенностями полученных результатов примене-
ния модели (14)–(16) при прогнозировании численности населения Земли и отдельно
взятых стран являются достаточно высокая точность ретроспективного прогнозиро-
вания и достаточно хорошо предсказуемая будущая динамика характеристики ди-
намического баланса рассмотренных демографических процессов. Следует отметить,
что в процессе вычислительных экспериментов по ретроспективному прогнозирова-
нию интегральных объемов притока и оттока значения характеристики динамическо-
го баланса, рассчитанные на основе полученных прогнозов, практически полностью
совпадают с фактическими.
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4. Заключение. Описанная в работе интегральная модель притока и оттока ди-
намической системы может быть использована при прогнозировании динамики до-
статочно широкого класса процессов со стохастическими параметрами. Сформули-
рованный общий принцип динамического баланса систем притока и оттока, а также
наличие у системы свойства интервальной динамической сбалансированности инте-
гральных объемов притока и оттока вместе со свойством монотонного убывания зна-
чений процентных приростов этих объемов позволяют обеспечить высокую точность
прогнозирования динамики таких систем на достаточно продолжительных времен-
ных горизонтах.

Приведенные результаты ретроспективного прогнозирования распространения
эпидемии COVID-19 на примере мегаполисов, к каким относятся Москва и Санкт-
Петербург, могут быть положены в основу создания аналитической системы для
обеспечения мероприятий органов здравоохранения по борьбе с эпидемиями как на
общенациональном, так и на региональном уровне. Применение разработанной мето-
дики построения линейных трендов значений процентных приростов интегральных
объемов притока и оттока вместе с моделью ARIMA дает возможность получения
достаточно высокой точности будущей динамики основных переменных рассматри-
ваемых процессов. Однако, как показали проведенные эксперименты, использование
линейных трендов имеет существенные преимущества в точности прогнозирования
на продолжительных горизонтах времени. Эта методика для построения прогнозов
динамики численности населения Земли, ее стран и регионов также хорошо заре-
комендовала себя в процессе проведения численных экспериментов. Перспективной
задачей будущих исследований является расширение класса динамических процессов
и систем притока и оттока, для которых с помощью предложенной модели можно бу-
дет обеспечить приемлемый уровень точности прогнозирования будущей динамики
таких процессов и систем.
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The article describes a general integral model of the inflow and outflow of a dynamic system,
the parameters of which are stochastic in nature. For this type of dynamic systems, the
general principle of dynamic balance is formulated, and the concepts of interval dynamic
balance of integral volumes of inflow and outflow as well as the concept of dynamic balance
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characteristic are introduced. The class of stochastic dynamic processes and systems of inflow
and outflow that satisfy the principle of dynamic balance is quite wide (the spread of viral
epidemics and the dynamics of morbidity in medicine, processes of changes in the size and
structure of the population in demography, the dynamics of supply and demand in the
economy, etc.). The possibilities of using the proposed model for constructing short-term
and long-term forecasts are demonstrated using examples of the spread of the COVID-19
epidemic in Moscow and Saint Petersburg, as well as using the example of forecasting the
growth of the Earth population and population of countries. The results of computational
experiments on constructing retrospective forecasts of the state of dynamic systems using
the method of dynamic trends of stochastic parameters of the integral model and using the
classical ARIMA method are presented. A comparative analysis of forecasting accuracy is
provided.

Keywords: dynamic systems of inflow and outflow, principle of dynamic balance, dynamic
balance characteristic, mathematical modeling, forecasting.
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