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Рассматривается стратегия удержания космического аппарата в окрестности неустой-
чивой точки Лагранжа (точки либрации) системы Солнце — Земля. Эта стратегия под-
разумевает использование специального управления, действующего коллинеарно линии
Солнце — Земля и обеспечивающего устойчивость по Ляпунову орбитального движения.
Реализация такого управления предлагается с помощью солнечного паруса. Обсуж-
даются преимущества и трудности данной стратегии.
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1. Введение. Несколько последних десятилетий исследователи в области небес-
ной механики и управления активно разрабатывают проекты, связанные с колли-
неарными точками либрации (точками Лагранжа) системы Солнце — Земля и систе-
мы Земля — Луна. Список таких проектов, как реализованных, так и планируемых,
весьма внушителен. Первый проект ISEE-3 был запущен NASA в 1978 г. В 1994 г. за-
пущена станция наблюдения Солнца SOHO (NASA, ESA). В рамках проекта Genesis
(2005 г.) реализовано интересное маневрирование между окрестностями точек либ-
рации L1 и L2. Космический аппарат Чанъэ-2 CNSA в 2011 г. совершил манев-
ры в окрестности точки L2. Проект Спектр-РГ Роскосмоса и DLR был реализован
в 2019 г. и посвящен построению схемы карты Вселенной в рентгеновском диапазоне.

В последние годы имеются практические достижения космической навигации,
применяющие солнечный парус. Исследования космических полетов с солнечным па-
русом ведутся давно. Можно сказать, что разработана фундаментальная теоретиче-
ская база для полетов. Настоящие трудности обусловлены технической реализацией
размещения солнечного паруса в космическом пространстве и управления им для
маневрирования. Также к актуальным проблемам для современных полетов такого
рода относится разработка подходящих систем управления, которые, с одной сторо-
ны, будут эффективно работать, а с другой, — просты и естественны. Потому следует
отметить монографии [1, 2], содержащие фундаментальные исследования в этой об-
ласти. Полетам с солнечным парусом, связанным с точками либрации, посвящено
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немало работ. В [3] проведены исследования в рамках линеаризованных уравнений
круговой ограниченной задачи трех тел. В [4] предлагается с помощью сил светово-
го давления управлять взаимным расстоянием группировки космических аппаратов
в окрестности точки либрации L2. В [5] изучена задача изменения площади пару-
са и его ориентации для удержания в окрестности условно-периодической орбиты
в окрестности точки либрации. В 2020–2023 гг. авторами настоящей работы были
опубликованы статьи [6–8], посвященные решению задачи управления солнечным па-
русом в окрестности точки либрации, спецификой которой является использование
специальной функции фазовых переменных, где рост модуля свидетельствует об ухо-
де из окрестности точки либрации.

Коллинеарные точки неустойчивые [9], и, таким образом, задача управления
нужна не только для маневрирования, но и для удержания космического аппарата
(КА) в этих областях пространства.

В представленной работе изучается орбитальное движение в окрестности кол-
линеарной точки либрации L1 системы Солнце — Земля. Здесь оказывается удобно
применить специальную нелинейную аппроксимацию ограниченной круговой зада-
чи трех тел, так называемую модель Хилла. Точки Лагранжа, или точки либрации,
являются модельными понятиями круговой ограниченной задачи трех тел и ее част-
ными решениями (рис. 1). При этом подразумевается, что система трех тел, т. е.
КА и два массивных небесных тела, сохраняет свою геометрическую конфигурацию
в течение времени. Будем рассматривать коллинеарную точку Лагранжа L1 системы
Солнце — Земля. Эта точка является неустойчивой, и для длительного пребывания
в ее окрестности требуется решать задачу управления. Окрестность L1 — притяга-
тельное место для реализации многих космических проектов.

Рис. 1. Положения точек либрации

Опубликовано много научных работ, посвященных движению в окрестности то-
чек либрации, в частности обзор [10]. Обычно стратегия полета в окрестность точки
либрации заключается в полете с околоземной орбиты на заранее просчитанную орби-
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ту около точки либрации, так называемую гало-орбиту. На таких орбитах КА может
находиться в неуправляемом режиме несколько месяцев с последующей коррекцией
орбиты в виде малых импульсов. В этой статье рассматривается другая задача, когда
подразумевается реализация непрерывного управления для удержания КА.

Перспективно использовать солнечный парус для решения такой задачи [1, 2].
Ранее нами была опубликована серия работ, посвященная применению солнечного
паруса в задаче орбитального маневрирования в окрестности L1 за счет изменения
ориентации паруса [6–8].

В настоящей работе предполагается, что управляющим параметром является от-
ражательная способность солнечного паруса. Решение дается в виде синтеза, причем
управление зависит только от одной фазовой переменной.

2. Математическая модель движения КА. Уравнения неуправляемого дви-
жения КА в геоцентрических координатах в рамках круговой задачи трех тел можно
записать в виде [9]

¨̃x = −γm1x̃

||x̃||3 + γm2

(
Rl(t)− x̃

||Rl(t)− x̃||3 − 1

R2
l(t)

)
, (1)

где x̃ = (x̃1, x̃2, x̃3) — геоцентрические координаты КА; γ — гравитационная постоян-
ная; m1, m2 — массы Земли и Солнца; R — расстояние между Землей и Солнцем
(1 а.е.); l(t) — единичный вектор, направленный по линии Земля — Солнце.

Если положить ỹ = ˙̃x, то уравнение (1) приводится к гамильтоновой системе
с гамильтонианом

H1(x̃, ỹ, t) =
1

2
ỹỹ − γm1

||x̃|| −
γm2

R

(
1∣∣∣∣l(t)− x̃

R

∣∣∣∣ −
l(t)x̃

R

)
.

Далее, как показано в работе [11], раскладывая, следуя Хиллу [12], солнечный
потенциал по величинам x̃

R (которые малы в окрестности первой точки либрации),
вводя специальную систему единиц и переходя во вращающуюся систему координат
с помощью канонической замены переменных с производящей функции поворота

S(x̃, y, t) = y1(x̃1 cosωt+ x̃2 sinωt) + y2(−x̃1 sinωt+ x̃2 cosωt),

получаем аппроксимированные уравнения движения ограниченной задачи трех тел
в виде, который принято называть хилловским приближением или уравнениями мо-
дели Хилла [10, 11]

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3,

(2)

здесь x = (x1, x2, x3) — координаты КА во вращающейся системе координат, y =
(y1, y2, y3) — импульсы. Расстояние между центром масс Земли и точкой либрации
(примерно 0.01 а.е.) берется в качестве единицы расстояния. Единица времени берется
из соображения, что время обращения Земли вокруг Солнца (1 год) равно 2π единиц
времени (ω = 1). В этом случае единица скорости составляет 303.14 м/c, а единица
ускорения — 5.93 · 10−5 м/c2.

Точка либрации L1 в системе (2) является стационарной с координатами

x∗ = (1, 0, 0), y∗ = (0, 1, 0).
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Система (2) имеет гамильтонов вид с гамильтонианом

H(x, y) =
1

2
||y||2 − 3

||x|| −
3

2
x21 +

||x||2
2

+ x2y1 − x1y2.

Уравнения управляемого движения записываются в виде

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2 + u1,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1 + u2,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3 + u3.

(3)

В работе [10] был предложен закон управления

u1(x1) = a(x1 − 1), a < −9,
u2 = 0,
u3 = 0.

(4)

Из (4) видно, что управляющее воздействие реализуется по линии Солнце —
Земля. Таким образом, управление в системе (3) будет входить только при ẏ1. В ра-
ботах [11, 13] показано, что управлением u1(x) = a(x1−1) при a < −9 обеспечивается
устойчивость по Ляпунову стационарного решения (x∗, y∗) системы (2). Действитель-
но, система (3) с управлением (4) имеет гамильтонову форму. Гамильтониан записы-
вается следующим образом:

H∗(x, y) =
1

2
||y||2 − 3

||x|| −
3

2
x21 +

||x||2
2

+ x2y1 − x1y2 −
a

2
(x1 − 1)2.

В линеаризованном случае гамильтониан H∗(x, y) будет иметь вид

H∗
lin(x, y) =

1

2
(y2 − x1)

2 +
1

2
(y1 + x2)

2 +
3

2
x22 −

(
9 + a

2

)
(x1 − 1)2 +

1

2
y23 + 2x23,

откуда видно, что при a < −9 квадратичная форма H∗
lin(x, y) положительно опреде-

ленная. Полная производная от гамильтониана H∗(x, y) равна нулю, и из положи-
тельной определенности квадратичной формы H∗

lin(x, y) следует, что гамильтониан
H∗(x, y) будет функцией Ляпунова системы (3), (4) в некоторой окрестности точ-
ки либрации в фазовом пространстве. Таким образом, управление u1(x1) обеспечи-
вает устойчивость по Ляпунову стационарного решения (x∗, y∗) управляемой систе-
мы (3), (4).

Приведем уравнения движения в случае, когда управление реализуется с по-
мощью солнечного паруса [6–8]:

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2 − 2k pS
m cos3 ϕ− (1 − k)pSm cosϕ,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1 − 2k pS
m cos3 ϕ sinϕ,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3,

где m — масса паруса; S — его площадь; p — солнечное давление; k — коэффициент
отражательной способности, k ∈ [0, 1]; ϕ — угол ориентации паруса (рис. 2). При k = 1
парус имеет идеальную отражательную поверхность, при k = 0 обладает абсолютно
черной поверхностью.
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Рис. 2. Модель солнечного паруса

Управляемое движение с солнечным парусом в случае, когда поверхность паруса
перпендикулярна солнечным лучам (угол ϕ = 0), описывается уравнениями

ẋ1 = y1 + x2, ẏ1 = − 3x1

||x||3 + 2x1 + y2 − k pS
m − pS

m ,

ẋ2 = y2 − x1, ẏ2 = − 3x2

||x||3 − x2 − y1,

ẋ3 = y3, ẏ3 = − 3x3

||x||3 − x3

(5)

в соответствии с законом управления (4). Коэффициент отражательной способно-
сти k будем рассматривать как элемент управления. Далее управление, с помощью
которого обеспечивается устойчивость по Ляпунову, реализуется через давление сол-
нечных лучей. Далее, будем считать, что отражательная способность паруса — это
управление, реализующее закон u1(x) = a(x1 − 1) при a < −9. В связи с тем, что
давление солнечных лучей направлено от Солнца, стационарная точка смещается, и,
согласно уравнениям (3)–(5), закон управления запишется так:

ũ1(x) = a(x1 − 1− δ) = −k pS
m

− pS

m
, (6)

где константа δ > 0 связана с фотогравитационной точкой либрации при коэффи-
циентe отражения k = 0.5.

3. Численное моделирование. Рассмотрим движение КА с солнечным пару-
сом с массой m = 5 кг и площадью паруса S = 32 м2. Приведем начальные данные
для траектории движения КА, представленной на рис. 3:

x(0) = (1.093, 0.001, 0), y(0) = (0, 1.089, 0).

Движение происходит в плоскости эклиптики. Рисунок 3 иллюстрирует управ-
ляемое движение КА в окрестности фотогравитационной точки либрации, на рисун-
ке показана явная картина устойчивости по Ляпунову, временной интервал пред-
ставленного графика — порядка 20 месяцев, а коэффициент в управлении a = −12.
Управление (6) обеспечивает устойчивость по Ляпунову движения КА в окрестности
фотогравитационной точки либрации. При определении фотогравитационной точ-
ки либрации коэффициент k = 0.5, тогда для рассматриваемого примера параметр
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1.086 1.087 1.088 1.089 1.090 1.091 1.092

Рис. 3. Траектория управляемого движения солнечного паруса

δ = 0.089116540. Координаты фотогравитационной точки либрации для этого приме-
ра имеют вид

x∗ = (1.089116540, 0, 0), y∗ = (0, 1.089116540, 0).

Рис. 4. Графики управления (a) и управляющего параметра (б)

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2024. Т. 20. Вып. 2 303



На рис. 4, а приведен график функции управления на временном промежутке
порядка 20 месяцев.

На рис. 4, б показана зависимость коэффициента отражения k от времени. Зна-
чения коэффициента отражения в представленном моделировании не выходят за гра-
ницы отрезка [0, 1]. Однако при других начальных данных, удаленных от точки либ-
рации более чем на несколько тысяч километров, уже наблюдается выход величины
коэффициента отражения из отрезка [0, 1]. Таким образом, возникает задача управ-
ляемости или построения окрестности L1 в фазовом пространстве, в которой задача
удержания КА решается с помощью солнечного паруса с изменяющейся отражатель-
ной способностью и заданной парусностью. Также, одним из перспективных подходов
для построения таких управлений являются методы машинного обучения.

4. Заключение. В настоящей работе рассмотрена возможность стабилизации
орбитального движения в окрестности коллинеарной точки либрации L1 системы
Солнце — Земля с помощью сил светового давления. При этом отказались от управ-
ления пространственной ориентацией солнечного паруса, поскольку на практике реа-
лизация такого управления технически весьма сложна. В описываемой постановке
поверхность солнечного паруса расположена перпендикулярно направлению солнеч-
ных лучей, а управлением является отражающая способность солнечного паруса.

Основной вывод из численного моделирования следующий: КА с парусностью
64 см2/г можно удержать, изменяя отражательную способность, в окрестности фо-
тогравитационной точки либрации на расстоянии несколько тысяч километров от
этой точки. Положение самой фотогравитационной точки определяется параметром
δ, задающим ее отклонение от точки либрации L1.
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The article considers the strategy of keeping the spacecraft in the vicinity of the unstable
Lagrange point (libration point) of the Sun—Earth system. This strategy involves the use
of special management. This control acts collinearly to the Sun— Earth line and ensures
Lyapunov stability of the orbital motion. The implementation of such control is proposed
using a solar sail. The advantages and difficulties of such a strategy are discussed.
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