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Описывается задача о конвергенции для неавтономных систем дифференциальных
уравнений (ДУ) с квазипериодической по независимому аргументу правой частью.
Предлагается рассмотрение множества решений описываемой системы ДУ заменить
рассмотрением движений динамической квазипериодической системы, которую порож-
дают эти ДУ. Получены необходимые и достаточные условия, при которых динамиче-
ская квазипериодическая система обладает свойством конвергенции. Приводится дока-
зательство задачи.
Ключевые слова: конвергенция, динамическая квазипериодическая система, квазипе-
риодическое движение.

1. Введение. Работа посвящена свойству конвергенции множества решений
неавтономных систем дифференциальных уравнений (ДУ) с квазипериодической по
независимому аргументу правой частью. Предлагается рассмотрение множества ре-
шений исходной системы ДУ заменить изучением множества движений динамической
квазипериодической системы, которую порождает эта система ДУ.

Давно стал классическим метод, когда задача об общих геометрических свой-
ствах интегральных кривых автономных систем ДУ сводится к задаче об общих гео-
метрических свойствах движений динамических систем [1].

В работах В. И. Зубова [2, 3] и В. А. Плисса [4, 5] метод распространяется на неав-
тономные системы ДУ с периодической по независимому аргументу правой частью,
вводится понятие динамической периодической системы, получены результаты, ко-
торые распространяют в основном геометрические свойства движений динамических
систем на движение динамических периодических систем [6].

Применение метода при изучении общих геометрических свойств интегральных
кривых исследуемых систем показало, что многие общие геометрические свойства
движений динамических и динамических периодических систем имеют свои аналоги
для движений динамических квазипериодических систем.

В настоящей работе, применяя описанный метод, формулируются необходимые
и достаточные условия, при выполнении которых динамическая квазипериодическая
система обладает свойством конвергенции, приводится доказательство их обоснован-
ности [7–13].

2. Постановка задачи. Будем рассматривать систему уравнений{
X ′ = F (Z,X),

Z = Ωt,
(1)
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где F (Z,X) — вектор-функция, определенная и непрерывная при всех Z ∈ Em и
X ∈ En, кроме того положим, что она имеет период 2π по всем компонентам векто-
ра Z и в любой ограниченной области Q ⊂ En удовлетворяет условию Липшица по
компонентам вектора X, Ω = (ω1, . . . , ωm), t ∈ (−∞,+∞), компоненты ωi, i = 1,m,
несоизмеримы. Для любых t0 ∈ (−∞,+∞) иX0 ∈ En существует единственное непро-
должимое решение системы (1)X = X(t) такое, чтоX(t0) = X0. Не умаляя общности,
будем полагать, что вектор-функция X(t) определена при всех t ∈ (−∞,+∞).

Пусть X(t,X0, t0) — решение системы уравнений{
X ′ = F (Z,X),

Z = Ωt+Ωt0,
(2)

для которого X(0, X0, t0) = X0. Вектор-функция X(t,X0, t0) совпадает с вектор-
функцией X(t + t0), где X(t) — решение системы (1) такое, что X(t0) = X0 и эта
функция

1) определена и непрерывна по совокупности своих аргументов для всех t ∈
(−∞,+∞), X0 ∈ En, t0 ∈ (−∞,+∞);

2) X(t1 + t2, X0, t0) = X(t2, X(t1, X0, t0), t0 + t1).
Так как вектор-функция F (Z,X), Z ∈ Em, X ∈ En, имеет период 2π по всем

компонентам вектора Z, то F (Ωt + Ωt0, X) = F (Ωt + Z0, X), где Z0 = Ωt0(mod2π),
z0i = ωit + 2πki, 0 ⩽ z0i ⩽ 2π, ki ∈ Z, i = 1,m, и любое решение X(t,X0, t0) системы
(2) является решением системы {

X ′ = F (Z,X),

Z = Ωt+ Z0,
(3)

где Z0 ∈ P = {Z0 ∈ Em| 0 ⩽ z0i ⩽ 2π, i = 1,m}. Но, так как не для всех Z0 ∈ P
существует t0 ∈ (−∞,+∞), такой что Z0 = Ωt0(mod2π), то не все решения системы
(3) будут решениями системы (2). Множество P1 = {Z0 ∈ Em| Z0 = Ωt0(mod2π), t0 ∈
(−∞,+∞), 0 ⩽ z0i ⩽ 2π, i = 1,m} всюду плотно во множестве P.

Система уравнений (3) определяет (n + m)-параметрическое семейство вектор-
функций X(t,X0, Z0) таких, что

1) для любых X0 ∈ En, Z0 ∈ Em вектор-функция X(t,X0, Z0) — единственная
функция, тождественно удовлетворяющая системе (3) при t ∈ (−∞,+∞), такая, что
X(0, X0, Z0) = X0, когда Z = Ωt+ Z0;

2) вектор-функция X(t,X0, Z0) определена и непрерывна по совокупности своих
аргументов при всех t ∈ (−∞,+∞), X0 ∈ En, Z0 ∈ Em;

3) X(t,X0, Z0 + Φ) = X(t,X0, Z0) при всех t ∈ (−∞,+∞), X0 ∈ En, Z0 ∈ Em,
когда Φ = 2π(k1, . . . , km), ki ∈ Z, i ∈ 1,m;

4) X(t + t1, X0, Z0) = X(t,X(t1, X0, Z0), Z0 + Ωt1) = X(t,X(t1, X0, Z0), Z0), где
Z0 = (Ωt1 + Z0)(mod2π), 0 ⩽ z0i ⩽ 2π, i = 1,m, t ∈ (−∞,+∞).

Семейство вектор-функций X(t,X0, Z0) будем называть динамической квази-
периодической системой в En, а функцию X(t,X0, Z0) при заданных значениях
X0 ∈ En и Z0 ∈ Em — движением этой динамической системы, а множество точек
S = {X ∈ En| X = X(t,X0, Z0), t ∈ (−∞,+∞)} назовем его траекторией [11].

Теорема 1. Если для некоторого X0 ∈ En существует последовательность
tk → +∞(−∞) такая, что X(tk, X0, Z0) → X0, то существует Z0 ∈ P такая, что
для любой точки траектории движения X(t,X0, Z0) существует последователь-
ность tk → +∞(−∞), для которой X(tk, X0, Z0) → X(t,X0, Z0).
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Действительно, если при tk → +∞(−∞) X(tk, X0, Z0) → X0, причем можно
считать, что (Z0 + Ωtk)(mod2π) → Z0, то X(t + tk, X0, Z0) = X(t,X(tk, X0, Z0), Z0

+ Ωtk) → X(t,X0, Z0), t+ tk = tk → +∞(−∞).
3. Квазипериодические движения. Конвергенция. Пусть ω1, ω2, . . . , ωm —

положительные числа такие, что при любых целых k1, k2, . . . , km k1ω1 + k2ω2 + . . .+
kmωm 6= 0, вещественную функцию h(t), определенную при всех t ∈ (−∞,+∞), будем
называть квазипериодической, если существует вещественная непрерывная функция
H(z1, z2, . . . , zm), определенная при любых вещественных значениях своих аргумен-
тов, 2π-периодическая по всем своим аргументам и такая, что h(t) = H(ω1t, . . . , ωmt)
при всех t ∈ (−∞,+∞).

Таким образом, вещественная непрерывная функция H(z1, z2, . . . , zm), 2π-пе-
риодическая по всем своим аргументам, определяет квазипериодическую функцию
h(t) при заданном наборе величин ω1, . . . , ωm, удовлетворяющим вышеприведенному
условию, такие величины называют несоизмеримыми.

Если H(z1, . . . , zm), G(z1, . . . , zm) — вещественные, непрерывные, 2π-периодичес-
кие по всем своим аргументам функции такие, что H(ω1t, . . . , ωmt) ≡ G(ω1t, . . . , ωmt),
то H(z1, . . . , zm) ≡ G(z1, . . . , zm). Действительно, так как величины ω1, . . . , ωm несо-
измеримы, то для любого Z ∈ Em существует последовательность вещественных
чисел tk → +∞ такая, что (Ωtk)(mod2π) → Z, тогда поскольку H(ω1tk, . . . , ωmtk) =
G(ω1tk, . . . , ωmtk) и функции H(z1, . . . , zm), G(z1, . . . , zm) равномерно непрерывные и
2π-периодические по всем своим аргументам, то H(z1, . . . , zm) ≡ G(z1, . . . , zm).

Теорема 2 [11]. Для того чтобы функция h(t), определенная и непрерывная
при всех t ∈ (−∞,+∞), была квазипериодической, необходимо и достаточно, что-
бы для любой последовательности tk такой, что (Ωtk)(mod2π) → Z при k → ∞,
Z ∈ Em,Ω = (ω1, . . . , ωm), существовал lim

k→∞
h(tk).

Движение X(t,X0, Z0) будем называть квазипериодическим, если вектор-функ-
ция X(t,X0, Z0) является квазипериодической функцией t.

Множество A ⊂ En будем называть инвариантным множеством динамической
квазипериодической системы. Если для любого X0 ∈ A найдeтся такое Z0 ∈ Em,
что X(t,X0, Z0) ∈ A при всех t ∈ (−∞,+∞), то множество A состоит из некоторого
подмножества всех траекторий динамической квазипериодической системы.

Если X(t,X0, Z0) — квазипериодическое движение, то существует вектор-функ-
ция H(z1, . . . , zm), определенная и непрерывная при всех Z ∈ Em, 2π-периодическая
по всем своим аргументам и такая, что X(t,X0, Z0) = H(ω1t, . . . , ωmt) при всех t ∈
(−∞,+∞). Пусть Z0 ∈ Em и X0 = H(Z0), выберем tk → +∞ при k → +∞ так, что
(Ωtk)(mod2π) → Z0, тогда

X(tk, X0, Z0) = H(ω1tk, . . . , ωmtk) → H(Z0) = X0,

поэтому
X(t+ tk, X0, Z0) = H(ω1(t+ tk), . . . , ωm(t+ tk)) =

= X(t,X(tk, X0, Z0), Z0 +Ωtk) → X(t,X0, Z0 + Z0) = H(Ωt+ Z0).

Следовательно, квазипериодическое движение X(t,X0, Z0) определяет в простран-
стве Enm-мерное инвариантное множество B, которое является областью значений
вектор-функции H(z1, . . . , zm), т. е. ограниченное замкнутое связное множество, со-
стоящее из траекторий квазипериодических движений, каждая точка которых яв-
ляется предельной точкой квазипериодического движения X(t,X0, Z0) [11], поэтому
верна
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Теорема 3. Если X(t,X0, Z0) — квазипериодическое движение, то для любых
Z0 ∈ Em и X0 = H(Z0) движение X(t,X0, Z0 + Z0) также будет квазипериодиче-
ским, причем если X(t,X0, Z0) = H(Ωt), то X(t,X0, Z0 + Z0) = H(Ωt+ Z0).

Определение [2]. Будем говорить, что динамическая квазипериодическая си-
стема обладает свойством конвергенции, если при некотором Z0 ∈ Em существует
единственное X0 ∈ En такое, что движение X(t,X0, Z0) будет квазипериодическим,
таким что

1) для любого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что если ||X0 −X(t0, X0, Z0)|| <
δ(ε), то при t ⩾ 0 ||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < ε;

2) ||X(t,X0, Z0+Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0+Ωt0)|| → 0 при t→ +∞ равномерно
относительно t0 ∈ (−∞,+∞) и X0 ∈ En таких, что ||X0|| ⩽ r > 0.

Теорема 4. Для того чтобы динамическая квазипериодическая система об-
ладала свойством конвергенции, необходимо и достаточно, чтобы существовалo
Z0 ∈ Em такое, что

1) любое движение динамической квазипериодической системы X(t,X0, Z0) было
ограниченным при t ⩾ 0;

2) для любых r > 0 и ε > 0 можно было бы указать δ(r, ε) > 0 такое, что
при ||X0 − Y0|| < δ(r, ε) и t ⩾ 0 ||X(t,X0, Z0 + Ωt0) −X(t, Y0, Z0 + Ωt0)|| < ε, причем
||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t, Y0, Z0 +Ωt0)|| → 0 при t→ +∞ равномерно по отношению
к t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| < r, ||Y0|| < r;

3) для любой последовательности tk → +∞ при k → +∞ и любого движения
X(t,X0, Z0) существовал lim

tk→+∞
X(tk, X0, Z0), если существует lim

tk→+∞
Ωtk(mod2π).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Если динамическая квазипери-
одическая система обладает свойством конвергенции, то при некотором Z0 ∈ Em

существует единственное X0 такое, что движение X(t,X0, Z0) будет квазипериоди-
ческим. Так как квазипериодическая функция является ограниченной функцией, то
найдется положительная константа M такая, что вектор-функция X(t,X0, Z0) будет
удовлетворять неравенству

||X(t,X0, Z0)|| ⩽M, t ∈ (−∞,+∞).

Тогда для любого движения X(t,X0, Z0) при t ⩾ 0 имеем

||X(t,X0, Z0)|| ⩽ ||X(t,X0, Z0)||+ ||X(t,X0, Z0)−X(t,X0, Z0)||.

Так как ||X(t,X0, Z0) − X(t,X0, Z0)|| → 0 при t → +∞, то существует T > 0 такое,
что ||X(t,X0, Z0)−X(t,X0, Z0)|| ⩽ 1 при t ⩾ T . Функция ||X(t,X0, Z0)−X(t,X0, Z0)||
непрерывна при t ∈ [0, T ], поэтому ограничена на этом отрезке, т. е. существует по-
ложительная константа M1 такая, что

||X(t,X0, Z0)−X(t,X0, Z0)|| ⩽M1, t ∈ [0, T ].

Следовательно, ||X(t,X0, Z0)|| ⩽M +M при t ⩾ 0, M =max[1,M1].
Покажем теперь, что выполнено условие 2 теоремы. В силу определения свойства

конвергенции для любого ε > 0 можно указать такие δ > 0 и T > 0, что

||X(T,X0, Z0 +Ωt0)−X(T,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < δ/2,

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < ε/2

при t ⩾ T и любых t0 ∈ (−∞,+∞), X0 ∈ En, ||X0|| ⩽ r.
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По данному T > 0 можно указать такое δ1 > 0, что если ||X0−Y0|| < δ1, ||X0|| ⩽ r,
||Y0|| ⩽ r, то ||X(t,X0, Z0+Ωt0)−X(t, Y0, Z0+Ωt0)|| < δ при t ∈ [0, T ]. Действительно,
если предположить обратное, то существовали бы сходящиеся последовательности
X0k, Y0k, tk такие, что ||X0k|| ⩽ r, ||Y0k|| ⩽ r, tk ∈ [0, T ] и lim

k→+∞
X0k = lim

k→+∞
Y0k =

U0, lim
k→+∞

tk = t. Однако ||X(tk, X0k, Z0 + Ωt0) −X(tk, Y0k, Z0 + Ωt0)|| ⩾ δ > 0, но это

противоречит непрерывности вектор-функции X(t,X0, Z0), поэтому предположение
неверно. Таким образом, если ||X0|| ⩽ r, ||Y0|| ⩽ r, ||X0 − Y0|| < δ, то ||X(t,X0, Z0 +
Ωt0)−X(t, Y0, Z0 +Ωt0)|| < δ < ε при t ∈ [0, T ], и

||X(T,X0, Z0 +Ωt0)−X(T,X0, Z0 +Ωt0)|| < δ/2,

||X(T, Y0, Z0 +Ωt0)−X(T,X0, Z0 +Ωt0)|| < δ/2

при t0 ∈ (−∞,+∞), тогда

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < ε/2,

||X(t, Y0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < ε/2

при t ⩾ T, t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| ⩽ r, ||Y0|| ⩽ r, поэтому

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t, Y0, Z0 +Ωt0)|| ⩽

⩽ ||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| +

+ ||X(t, Y0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < ε/2 + ε/2 = ε

при t ⩾ T, t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| ⩽ r, ||Y0|| ⩽ r, ||X0 − Y0|| < δ1, следовательно,

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t, Y0, Z0 +Ωt0)|| < ε

при t ⩾ T, t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| ⩽ r, ||Y0|| ⩽ r, ||X0 − Y0|| < δ1; кроме того, так как

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| → 0

при t→ +∞ равномерно относительно t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| ⩽ r, то

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t, Y0, Z0 +Ωt0)|| → 0

при t→ +∞ равномерно относительно t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| ⩽ r, ||Y0|| ⩽ r.
Теперь покажем, что выполнено условие 3. Пусть X(t,X0, Z0 +Ωt0) — движение

динамической квазипериодической системы, обладающей свойством конвергенции,
последовательность tk → +∞ при k → +∞ такая, что существует lim

tk→+∞
Ωtk(mod2π).

Тогда lim
tk→+∞

X(tk, X(t0, X0, Z0), Z0+Ωt0) = lim
tk→+∞

X(t0+ tk, X0, Z0) и ||X(tk, X0, Z0+

Ωt0)−X(tk, X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| → 0 при tk → +∞, поэтому

||X(tk, X0, Z0 +Ωt0)−X(tl, X0, Z0 +Ωt0)|| ⩽

⩽ ||X(tk, X0, Z0 +Ωt0)−X(tk, X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| +

+ ||X(tk, X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)−X(tl, X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| +

+ ||X(tl, X0, Z0 +Ωt0)−X(tl, X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)||.
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Все три слагаемых, расположенные в правой части неравенства, будут сколь угод-
но малыми величинами, если k и l выбрать достаточно большими. Таким образом,
последовательность X(tk, X0, Z0 +Ωt0) сходится.

Достаточность. Так как любое движение X(t,X0, Z0) ограничено при t ⩾ 0, то
последовательность τk → +∞ при k → +∞ можно выбрать так, чтобы существова-
ли lim

k→+∞
X(τk, X0, Z0) = X0 и lim

k→+∞
Ωτk = 0(mod2π). Рассмотрим теперь движение

X(t,X0, Z0) и последовательность tk, εk такие, что существует lim
k→+∞

Ωtk(mod2π) и

εk → 0 при k → +∞. Будем также считать, что последовательность τk выбрана так,
что (tk + τk) → +∞ при k → +∞ и

||X(tk, X0, Z0)−X(tk, X(τk, X0, Z0), Z0 +Ωτk)|| < εk.

Тогда
||X(tk, X0, Z0)−X(tl, X0, Z0)|| ⩽

⩽ ||X(tk, X0, Z0)−X(tk, X(τk, X0, Z0), Z0 +Ωτk)|| +

+ ||X(tl, X0, Z0)−X(tl, X(τl, X0, Z0), Z0 +Ωτl)|| +

+ ||X(tk, X(τk, X0, Z0), Z0 +Ωτk)−X(tl, X(τl, X0, Z0), Z0 +Ωτl)||.

Так как εk → 0 при k → +∞, то первые два слагаемых при достаточно больших k и
l будут сколь угодно малыми величинами, а третье слагаемое

||X(tk, X(τk, X0, Z0), Z0 +Ωτk)−X(tl, X(τl, X0, Z0), Z0 +Ωτl)|| =

= ||X(tk + τk, X0, Z0)−X(tl + τl, X0, Z0)||

будет сколь угодно малой величиной при достаточно больших k и l в силу усло-
вия 3. Следовательно, для любой последовательности tk такой, что существует
lim

k→+∞
Ωtk(mod2π), последовательность X(tk, X0, Z0) сходится, поэтому движение

X(t,X0, Z0) квазипериодическое.
Если теперь в условии 2 в качестве одного из движений взять X(t,X0, Z0), то по-

лучим, что для любого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что при ||X0−X(t0, X0, Z0)|| <
δ(ε) будет

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| < ε

при t ⩾ 0. Кроме того,

||X(t,X0, Z0 +Ωt0)−X(t,X(t0, X0, Z0), Z0 +Ωt0)|| → 0

при t → +∞ равномерно относительно t0 ∈ (−∞,+∞), ||X0|| < r, где r > 0 —
произвольное, но фиксированное число. Таким образом, X(t,X0, Z0) является един-
ственным квазипериодическим движением динамической квазипериодической систе-
мы, которая, в силу вышесказанного, обладает свойством конвергенции.

4. Заключение. Была рассмотрена задача о конвергенции решений неавтоном-
ных систем дифференциальных уравнений с квазипериодической по независимому
аргументу правой частью. Выделены геометрические свойства интегральных кривых,
являющихся признаками конвергенции. Сформулированы необходимые и достаточ-
ные условия конвергенции, приведено доказательство их обоснованности.
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The convergence problem for non-autonomous systems of differential equations with a quasi-
periodic right-hand side in an independent argument is considered. It is proposed to replace
the consideration of the set of solutions of the system of differential equations under con-
sideration by considering the movements of a dynamic quasi-periodic system generated by
these differential equations. Necessary and sufficient conditions are obtained when a dynamic
quasi-periodic system has the convergence property, and a proof is given.
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