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Исследуется задача оптимального управления линейными гиперболическими система-
ми первого порядка, в которых граничные условия определяются из управляемых си-
стем обыкновенных дифференциальных уравнений. Для случая квадратичного целево-
го функционала (норма конечного состояния) предложена неклассическая точная фор-
мула приращения. На этой основе доказано условие оптимальности вариационного ти-
па. Осуществлена редукция исходной задачи для системы гиперболических уравнений
к задаче оптимального управления системами обыкновенных дифференциальных урав-
нений.
Ключевые слова: гиперболическая система, управляемые граничные условия, миними-
зация нормы, вариационное условие оптимальности, редукция задачи.

1. Введение. В статье рассматривается задача оптимального управления си-
стемой линейных гиперболических уравнений первого порядка, в которой краевые
условия на одной из границ определяются из управляемой системы обыкновенных
дифференциальных уравнений. Составные (каскадные, гибридные) системы взаимо-
связанных гиперболических и обыкновенных дифференциальных уравнений исполь-
зуются при моделировании ряда процессов динамики популяций [1], взаимодействия
потоков жидкости и газа с твердыми телами или гибкими мембранами [2], динамики
плазмы [3], динамики кровотока [4] и др. В частности, в моделях популяций с воз-
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растной структурой уравнением с гиперболическим дифференциальным оператором
описывается развитие популяций, а управление рождаемостью (вброс мальков в во-
доемы и т. п.) может осуществляться с помощью обыкновенных дифференциальных
уравнений.

В работе [5] подобная задача была рассмотрена для линейного целевого функцио-
нала и линейной правой части обыкновенных дифференциальных уравнений с матри-
цей коэффициентов, зависящих от управления. На основе применения двух симмет-
ричных нестандартных вариантов формул приращения целевого функционала перво-
го порядка получены два симметричных вариационных условия оптимальности. Это
позволило свести исходную задачу к задачам оптимального управления системами
обыкновенных дифференциальных уравнений.

В настоящей статье изучен случай квадратичного целевого функционала в виде
квадрата нормы отклонения конечного состояния от заданной функции. Для разви-
тия идеи [5] пришлось применить уже формулу приращения второго порядка и мат-
ричные импульсы Габасова [6]. Основной результат заключается в редукции исходной
задачи к задаче оптимального управления системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с квадратичным критерием качества. Редукция задачи дает возмож-
ность очень существенно уменьшить объем вычислительной работы. Наиболее слож-
ным и громоздким является интегрирование дифференциальных уравнений с част-
ными производными. Применение классических итерационных методов вынуждает
решать начально-краевые задачи для исходной и сопряженной систем гиперболиче-
ских уравнений на каждой итерации. Полученный результат позволяет ограничиться
лишь тремя интегрированиями гиперболических систем.

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему линейных гиперболических урав-
нений первого порядка

∂x

∂t
+A(s, t)

∂x

∂s
= B(s, t)x+ d(s, t), (1)

(s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1].

Здесь x(s, t) — n-мерная вектор-функция; A(s, t), B(s, t) — n×n-матрицы. Предпола-
гаем, что система (1) записана в инвариантном виде, т. е. матрица A(s, t) диагональ-
ная. Дополнительно считаем, что диагональные элементы ai = ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n,
матрицы коэффициентов знакопостоянны в Π:

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . ,m1,

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n.

Составим две диагональные подматрицы: A+(s, t) размера m1 ×m1 и A−(s, t) разме-
ра (n−m2)× (n−m2) из положительных и отрицательных диагональных элементов
матрицы A соответственно. Из вектора состояния x = x(s, t) также выделим два
подвектора, соответствующие положительным и отрицательным диагональным эле-
ментам матрицы A:

x+ = (x1, x2, . . . , xm1
), x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn).

Поставим для системы (1) управляемые начально-краевые условия. Будем счи-
тать, что начальные условия и условия на правой границе прямоугольника Π фикси-
рованы:

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S, (2)
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x−(s1, t) = q(t), t ∈ T. (3)

Краевые условия на другой боковой границе прямоугольника определяются из управ-
ляемой системы обыкновенных дифференциальных уравнений

x+t (s0, t) = C(u(t), t)x+(s0, t) + b(u(t), t), t ∈ T, (4)

x+(s0, t0) = [x0(s0)]
+.

Здесь C(u, t) — матричная функция размера m1 × m1; b(u, t) — m1-мерная вектор-
функция.

В качестве множества допустимых управлений выберем совокупность ограничен-
ных и измеримых на отрезке T вектор-функций u(t), удовлетворяющих почти всюду
на этом отрезке ограничению типа включения

u(t) ∈ U, (5)

в котором U — компакт из пространства Er.
Цель задачи — минимизация квадратичного функционала (нормы конечного со-

стояния процесса)

J(u) =
1

2

∫
S

‖x(s, t1)− y(s)‖2 ds, (6)

где y(s) — заданная функция, а под нормой понимается обычная евклидова норма
в n-мерном пространстве.

Задача оптимального управления (1)–(6) рассматривается при следующих пред-
положениях:

1) диагональные элементы ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n, матрицы A непрерывно диф-
ференцируемы в прямоугольнике Π;

2) вектор-функции q(t) и x0(s) непрерывны соответственно на T и S;
3) выполнено условие согласования: q(t0) = (x0(s1))

−;
4) матричные функции B(s, t), C(u, t) и вектор-функции d(s, t), b(u, t), y(s) непре-

рывны по своим аргументам всюду в области своего определения.
Для любого допустимого управления существует единственное обобщенное реше-

ние начально-краевой задачи (1)–(4) из класса непрерывных в Π функций. Отметим,
что данное решение, вообще говоря, не является классическим: производные функ-
ций xi по независимым переменным s и t могут не существовать. Однако каждая
компонента xi непрерывно дифференцируема вдоль соответствующего семейства ха-
рактеристик гиперболической системы [7].

Несмотря на выпуклость целевого функционала (6), рассматриваемая задача оп-
тимального управления не относится к классу линейно-выпуклых. Это вызвано тем,
что матрица коэффициентов в правой части системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (4) зависит от управления. Потому принцип максимума Л. С. Понт-
рягина здесь не является достаточным условием оптимальности, а для численного
решения задач подобного вида обычно применяются общие методы нелинейной тео-
рии оптимального управления. Их недостаток — необходимость на каждой итерации
решать исходную и сопряженную начально-краевые задачи для уравнений с частны-
ми производными.

3. Точная формула приращения целевого функционала. Рассмотрим два
произвольных допустимых процесса: {u(t), x = x(s, t, u)} и {ũ = u(t) + ∆u(t), x̃ =
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x(s, t)+∆x = x(s, t, ũ)}. В дальнейшем обозначим дифференциальный оператор в (1)
через DAx = xt +A(s, t)xs.

Тогда задача в приращениях имеет вид

DA∆x = B(s, t)∆x, (s, t) ∈ Π,

∂∆x+(s0, t)

∂t
= C(ũ, t)x̃+(s0, t)− C(u(t), t)x+(s0, t) + ∆b(u(t), t), t ∈ T,

∆x(s, t0) = 0, s ∈ S,

∆x−(s1, t) = 0, t ∈ T.

Здесь ∆b(u, t) = b(ũ, t)− b(u, t).
Для получения точной (без остаточных членов) формулы приращения квадра-

тичного целевого функционала недостаточно введения вектор-функции сопряженных
переменных и соответствующей сопряженной задачи. Необходимо использование мат-
ричных импульсов Р. Ф. Габасова [6] и соответствующей матричной сопряженной
задачи. Для этого в правую часть формулы приращения

∆J(u) =
1

2

∫
S

(‖x̃(s, t1)− y(s)‖2 − ‖x(s, t1)− y(s)‖2) ds

добавим следующие нулевые слагаемые:∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x−B(s, t)∆x(s, t)〉 ds dt,

∫
T

〈p(t),∆x+t (s0, t)−∆ũC(u(t), t)x̃
+(s0, t) −

− C(u(t), t)∆x+(s0, t)−∆b(u(t), t)〉 dt,
1

2

∫
Π

∫
〈Ψ(s, t)∆x(s, t), DA∆x−B(s, t)∆x(s, t)〉 ds dt, (7)

∫
T

〈P (t)∆x+(s0, t),∆x+t (s0, t)−∆ũC(u(t), t)x̃
+(s0, t) −

− C(u(t), t)∆x+(s0, t)−∆b(u(t), t)〉 dt.

В (7) и далее угловыми скобками обозначены скалярные произведения в конечномер-
ных евклидовых пространствах, ψ(s, t) и p(t) — пока произвольные n-мерная и m1-
мерная вектор-функции, Ψ(s, t) и P (t) — произвольные симметричные n×n и m1×m1

матричные функции соответственно, которые в дальнейшем используются как мат-
ричные импульсы Р. Ф. Габасова [6]. При этом мы воспользовались представлением

C(ũ, t) x̃+(s0, t)− C(u, t)x+(s0, t) =

= ∆ũC(u(t), t)x̃
+(s0, t) + C(u(t), t)∆x+(s0, t).

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 4 543



Для интегралов по отрезку T применим классическую, а для интегралов по пря-
моугольнику Π обобщенную [8] формулы интегрирования по частям. При преобразо-
ваниях полезным оказывается следующее тождество, справедливое для произвольной
симметричной матрицы Q:

〈Qx̃, x̃〉 − 〈Qx, x〉 = 〈Q∆x,∆x〉+ 2〈Qx,∆x〉.

Наконец, подчиним функции ψ(s, t), p(t), Ψ(s, t), P (t) векторно-матричной со-
пряженной задаче

DAψ +Asψ = −BT (s, t)ψ, (s, t) ∈ Π,

ψ(s, t1) = y(s)− x(s, t1), s ∈ S, (8)

ψ+(s1, t) = 0, ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T,

ṗ = −A+(s0, t)ψ
+(s0, t)− CT (u(t), t)p, p(t1) = 0, (9)

DAΨ+AsΨ = −Ψ(B(s, t) +BT (s, t)), (s, t) ∈ Π,

Ψ(s, t1) = −E, s ∈ S, (10)

Ψij(s1, t) = 0, i = 1, 2, . . . ,m1, j = 1, 2, . . . , n,

Ψij(s0, t) = 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n, t ∈ T,

Ṗ (t) = −A+(s0, t)Ψ
+(s0, t)− CT (u(t), t)P − PC(u(t), t), t ∈ T, P (t1) = 0. (11)

Здесь BT и CT — транспонированные матрицы B и C; E — единичная матрица;
вектора ψ+ и ψ− аналогичны по размерам векторам x+ и x−; нулями обозначены
нулевые вектора и матрицы соответствующих размеров.

Окончательно приходим к формуле приращения целевого функционала следую-
щего вида:

∆J(u) = J(ũ)− J(u) = −
∫
T

〈p(t, u) + P (t, u)(x+(s0, t, ũ) −

− x+(s0, t, u)),∆ũC(u(t), t)x
+(s0, t, ũ) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (12)

Отметим, что при сделанных предположениях решения сопряженных задач (9)
и (11) являются абсолютно непрерывными на отрезке T функциями. Для задач (8)
и (10) можно гарантировать существование обобщенных решений лишь в классе
кусочно-непрерывных функций. Матричная задача (10) не содержит управляющую
функцию. Поэтому она может быть решена всего лишь один раз. Если матрица B
в правой части исходной гиперболической системы (1) диагональная, то матричная
система в (10) превращается в систему из n дифференциальных уравнений.

4. Вариационное условие оптимальности и редукция задачи. Получен-
ная в п. 3 формула приращения целевого функционала (12) является точной (без
остаточных членов), хотя рассматриваемая задача оптимального управления не от-
носится к классу линейно-квадратичных. «Плата» за это — присутствие в формуле
значений вектор-функции состояния x+, подсчитываемых как на управлении u, так
и на управлении ũ. При этом решение сопряженной задачи определяется на управ-
лении u. Данный факт позволяет получить условие оптимальности вариационного
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типа и осуществить редукцию исходной задачи к задаче оптимального управления
системой обыкновенных дифференциальных уравнений.

Зафиксируем произвольное допустимое управление u(t), вычислим соответст-
вующее данному управлению состояние x+(s0, t, u) и решим сопряженную задачу (8)–
(11). Тем самым определим функции p(t, u) и P (t, u), которые подставим в формулу
приращения (12). Рассмотрим следующую задачу оптимального управления систе-
мой обыкновенных дифференциальных уравнений для ограниченных и измеримых
на отрезке T вектор-функций v(t):

I(v) = −
∫
T

〈p(t, u) + P (t, u) (z(t, v)− x+(s0, t, u)), (C(v(t), t) −

− C(u(t), t)) z(t, v) + b(v(t), t)− b(u(t), t)〉 dt→ min, (13)

ż = C(v(t), t)z + b(v(t), t), t ∈ T,

z(t0) =
(
x0(s0)

)+
,

v(t) ∈ U, t ∈ T,

в которой z(t) — m1-мерная функция состояния процесса.
Теорема (вариационное условие оптимальности). Для оптимальности

управления ũ(t) в задаче (1)–(6) необходимо и достаточно, чтобы управление ṽ =
ũ(t) было оптимальным в задаче (13).

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из доказанной формулы прираще-
ния (12).

Полученный результат позволяет осуществить редукцию исходной задачи (1)–
(6) к задаче оптимального управления системой обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Действительно, для осуществления редукции нужно выбрать произвольное до-
пустимое управление u(t). Затем следует вычислить соответствующее ему решение
x = x(s, t, u) начально-краевой задачи (1)–(4) для исходной гиперболической системы.
Далее решить сопряженную задачу (8)–(11) и определить функции p(t, u) и P (t, u).
После этого сформировать задачу (13), оптимальное управление в которой, в силу
доказанной теоремы, и будет являться решением исходной задачи.

5. Обсуждение результата и заключительные замечания. Прокомменти-
руем полученный результат.

1. Из-за того, что формула приращения (12) справедлива для любой пары до-
пустимых управлений (является нелокальной), доказанная теорема на самом деле
представляет не одно, а бесконечно много условий. Каждое из допустимых управле-
ний исходной задачи порождает свое условие оптимальности. Данный факт важен
при реализации численных методов.

2. Доказанная теорема — необходимое и достаточное условие оптимальности.
При этом она легко может быть сформулирована в виде соответствующего условия
глобальной оптимальности.

3. Редукция задачи позволяет на порядки уменьшить объем вычислительной ра-
боты. Наиболее сложным и громоздким является интегрирование дифференциаль-
ных уравнений с частными производными. Действительно, применение классических
итерационных методов вынуждает решать начально-краевые задачи для исходной
и сопряженной систем гиперболических уравнений на каждой итерации. Изложен-
ная схема редукции дает возможность ограничиться лишь тремя интегрированиями
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гиперболических систем: решение исходной начально-краевой задачи (1)–(4), одно-
кратное решение сопряженной задачи (8)–(11) и (если это необходимо) итоговое ре-
шение исходной начально-краевой задачи (1)–(4) для вычисления состояния процесса,
соответствующего оптимальному управлению.

4. Задача оптимального управления (13), к которой свелась исходная задача,
имеет специфическую структуру. Ее целевой функционал квадратичный, правая
часть системы обыкновенных дифференциальных уравнений линейна по состоянию,
но матрица коэффициентов в этой системе зависит от управления. Для решения по-
добных задач в билинейных системах с квадратичным функционалом представляется
перспективным применять разработанные в последнее время эффективные методы.
Среди них можно отметить методы, основанные на нестандартной параметризации
задачи [9, 10], использовании сплайн-аппроксимаций [11], второй вариации целевого
функционала [12] и др.

5. Использование формул приращения второго порядка позволяет применять
предлагаемый подход для улучшения особых неоптимальных управлений.

6. В случае линейного целевого функционала [5] формальная замена ũ на u и u на
ũ в формуле приращения целевого функционала приводит к симметричной форму-
ле приращения, в которой решение сопряженной задачи подсчитывается на управле-
нии ũ. В рассмотренном варианте квадратичного функционала такого симметричного
результата получить не удается, поскольку в формуле приращения целевого функ-
ционала будут фигурировать решения как исходной гиперболической системы, так
и сопряженной задачи, подсчитываемые на возмущенном управлении ũ.

7. Для уменьшения громоздкости изложения был рассмотрен лишь случай управ-
ляемых краевых условий на одной из границ и поточечных ограничений на управле-
ния. Без каких-либо особенных затруднений полученный результат распространяется
на случаи управляемых стартовых условий, интегральных ограничений на управле-
ния и т. п.

Изложенная методика позволяет, вообще говоря, исследовать на предмет получе-
ния вариационных условий оптимальности другие классы каскадных систем, напри-
мер комбинации параболических и обыкновенных дифференциальных уравнений.
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