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Статья посвящена построению экономичного явного вложенного метода шестого по-
рядка с автоматическим выбором шага численного интегрирования систем структурно
разделенных обыкновенных дифференциальных уравнений. Выписана общая схема ме-
тода, алгоритмически учитывающая выделенные структурные особенности рассматри-
ваемой полной канонической формы систем структурно разделенных уравнений. При-
веден алгоритм построения методов шестого порядка и вложенных четвертого для оцен-
ки «контрольного» члена, использующего технологию FSAL. Представлены результаты
сравнительного тестирования.
Ключевые слова: методы Рунге —Кутты, разделяющиеся системы, условия порядка,
упрощающие условия.

1. Введение. Рассматривается полная каноническая форма структурно разде-
ленной системы g обыкновенных дифференциальных уравнений

y′0 = f0(x, y0, . . . , yn), (1)
y′i = fi(x, y0, . . . , yi−1, yl+1, . . . , yn), i = 1, . . . , l, (2)
y′j = fj(x, y0, . . . , yj−1), j = l + 1, . . . , n, (3)

где x ∈ [X0, Xk] ⊂ R, ys : [X0, Xk] −→ Rrs , s = 0, . . . , n,

f0 : [X0, Xk]× Rg −→ Rr0 , g =

n∑
s=0

rs,

fi : [X0, Xk]× Rg−r̂i −→ Rri , r̂i =

l∑
s=i

rs, i = 1, . . . , l,

fj : [X0, Xk]× Rg−r̂j −→ Rrj , r̂j =

n∑
s=j

rs, j = l + 1, . . . , n.

Для нее строится экономичный явный одношаговый метод шестого порядка.
Две группы уравнений (2), (3) структурно тождественны. Каждое уравнение од-

ной из них занимает определенное место в последовательности уравнений своей груп-
пы. Его правая часть не зависит от искомых функций, поведение которых описывает-
ся этим и всеми последующими уравнениями той же группы. Группа уравнений (1),
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в которую вошли все уравнения, не имеющие структурных особенностей указанного
выше типа, называется общей. Она, как и группа уравнений (2), может отсутствовать.
Необходимость в интегрировании систем такого типа возникает, например, в задачах
небесной механики, физики высоких энергий.

В [1–3] дан алгоритм приведения произвольных систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений Ψ′

k = φk(x,Ψ1, . . . ,Ψg), k = 1, . . . , g, к виду (1)–(3).
В работе [4] предложено обобщение явного метода Рунге— Кутты [5, 6] для ин-

тегрирования систем структурно разделенных систем (1)–(3). Эффективность по-
строенных методов определяется тем, что для общей группы уравнений (1) численное
интегрирование по соотношению порядка метода (q) и минимально возможного числа
этапов (m) тождественно методам Рунге —Кутты (m > q, q ⩾ 5), а для структурно
выраженных групп уравнений (2), (3) предложенная модификация дает возможность
уменьшить число этапов при сохранении порядка метода, причем в случае отсутствия
общей группы уравнений она еще более значительна. Так, метод пятого порядка по-
лучен не за шесть этапов, а за четыре [7, 8], а метод шестого порядка — за шесть
этапов вместо семи [9].

В основе изучаемого расширения лежит алгоритмическое использование выде-
ленных структурных особенностей. Для полной канонической формы системы (1)–(3),
содержащей общую группу уравнений, описываются алгоритмы построения шести-
параметрического семейства экономичных методов шестого порядка семистадийных
по общей группе и шестистадийных по выделенным [9–14] структурно разделенным.
Здесь на этом семействе решений построено девятипараметрическое семейство вло-
женных методов с использованием технологии FSAL оценки контрольного члена.

2. Основные понятия. Предположим, что правые части рассматриваемой си-
стемы дифференциальных уравнений достаточно гладкие. Считаем, что точное ре-
шение ys(x), s = 0, 1, . . . , n, задачи (1) в точке x ∈ [X0, Xk] известно.

Приближения zs p-го порядка и ẑs q-го порядка к точному решению ys(x + h),
s = 0, 1, . . . , n, в точке x+ h ∈ [X0, Xk] ищем в виде

y0(x+ h) ≈ z0 = y0(x) + h

m0∑
w=1

b0,wK0,w,

yi(x+ h) ≈ zi = yi(x) + h

m1∑
w=1

b1,wKi,w, i = 1, . . . , l,

yj(x+ h) ≈ zj = yj(x) + h

m2∑
w=1

b2,wKj,w, j = l + 1, . . . , n,

(4)

y0(x+ h) ≈ ẑ0 = y0(x) + h

m0∑
w=1

b̂0,wK0,w,

yi(x+ h) ≈ ẑi = yi(x) + h

m1∑
w=1

b̂1,wKi,w, i = 1, . . . , l,

yi(x+ h) ≈ ẑj = yi(x) + h

m2∑
w=1

b̂2,wKj,w, j = l + 1, . . . , n,

(5)

‖ys(x+ h)− zs‖ ≈ O(hp+1), ‖ys(x+ h)− ẑs‖ ≈ O(hq+1), s = 0, 1, . . . , n. (6)
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При этом в строгой последовательности вычисляем значения

K0,1,K1,1, . . . ,Kn,1,K0,2,K1,2, . . . ,Kn,2,K0,3,K1,3,K2,3, . . . (7)

по следующему правилу:

K0,w = f0(x+ c0,wh, Y0,0,w, Y0,1,w, . . . , Y0,l,w, Y0,l+1,w, . . . , Y0,n,w),

Ki,w = fi(x+ c1,wh, Y1,0,w, Y1,1,w, . . . , Y1,i−1,w, Y1,l+1,w, . . . , Y1,n,w),

Kj,w = fj(x+ c2,wh, Y2,0,w, Y2,1,w, . . . , Y2,l,w, Y2,l+1,w, . . . , Y2,j−1,w),

i = 1, . . . , l, j = l + 1, . . . , n,

(8)

где

Y0,0,w = y0(x) + h

w−1∑
ν=1

a00,w,νK0,ν ,

Y0,i,w = yi(x) + h

w−1∑
ν=1

a01,w,νKi,ν , i = 1, . . . , l,

Y0,j,w = yj(x) + h

w−1∑
ν=1

a02,w,νKj,ν , j = l + 1, . . . , n,

Y1,0,w = y0(x) + h

w∑
ν=1

a10,w,νK0,ν ,

Y1,i,w = yi(x) + h

w∑
ν=1

a11,w,νKi,ν , i = 1, . . . , l − 1,

Y1,j,w = yj(x) + h

w−1∑
ν=1

a12,w,νKj,ν , j = l + 1, . . . , n,

Y2,0,w = y0(x) + h

w∑
ν=1

a20,w,νK0,ν ,

Y2,i,w = yi(x) + h

w∑
ν=1

a21,w,νKi,ν , i = 1, . . . , l,

Y2,j,w = yj(x) + h

w∑
ν=1

a22,w,νKj,ν , j = l + 1, . . . , n− 1.

Здесь bu,w, b̂u,w, cu,w, auw,ν,µ, u,w ∈ {0, 1, 2}, — параметры метода. Величину h назо-
вем шагом интегрирования.

Разность двух приближений Ex+h = ‖zs− ẑs‖, называемая контрольным членом,
используется [6, 15, 16] для управления шагом hnew интегрирования, который может
корректироваться по формуле

hnew = 0.9h

(
tol
Ex+h

) 1
q+1

, (9)

в которой tol — максимально допустимое значение контрольного члена.
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Замечание. В соответствии с требованием алгоритма (7) для компонентов век-
тора числа этапов M = (m0,m1,m2) структурного метода [4, 7–14] (4)–(9) характер-
ными являются соотношения

m0 ⩾ m1 ⩾ m2.

Выбор параметров метода осуществляется таким образом, чтобы при выбранном
числе этапов M = (7, 6, 6) для метода шестого порядка (p = 6) разложение прибли-
жения и точного решения сопадали до h6, т. е. погрешность на шаге ‖ys(x+h)−zs‖ =
O(h7), s = 0, 1, . . . , n. Для метода четвертого порядка (q = 4) с добавлением дополни-
тельного этапа M = (8, 7, 7) добиваемся, чтобы ‖ys(x+ h)− ẑs‖ = O(h5).

Введем векторы узлов Cu = (cu,1, ..., cu,mu
)T , две группы векторов весовых коэф-

фициентов Bu = (bu,1, ..., bu,mu
)T , B̂u = (b̂u,1, ..., b̂u,mu

)T и блочные матрицы

Auv =


auv,1,1
auv,2,1 auv,2,2
. . . . . . . . .

auv,mu,1 auv,mu,2 . . . auv,mu,mv

 .

Здесь u — номер группы, v — номер блока в пределах группы, u, v ∈ {0, 1, 2}. Таким
образом, в каждой выделенной группе содержится по три блока весовых параметров
Auv. Представление в виде табл. 1 рассматриваемого метода (4)–(9) наглядно пока-
зывает структурные особенности системы, алгоритмическое их использование при
реализации и выводе.

Таблица 1. M = (m0,m1,m2)-стадийный метод (4)–(9)
интегрирования системы (1)–(3)

C0 A00 A01 A02 B0 B̂0

C1 A10 A11 A12 B1 B̂1

C2 A20 A21 A22 B2 B̂2

Примечание. Матрицы A00, A01, A02, A12 — строго нижнетреугольные, а A10,
A20, A11, A21, A22 — нижнетреугольные.

Если в исходной системе отсутствует одна любая u ∈ {0, 1, 2} из групп уравнений,
то табл. 1 не содержит параметров, связанных с этой группой: Cu, Bu, B̂u, Auu, Adu,
Aud, d ∈ {0, 1, 2}\{u}. При отсутствии же в исходной системе (1)–(3) структурно
разделенных групп уравнений (2), (3) рассматриваемый метод вырождается в явный
метод Рунге —Кутты с параметрами A ≡ A00, B ≡ B0, B̂ ≡ B̂0, C ≡ C0, M ≡ m0.

3. Условия порядка. В рамках рассматриваемого метода (4), (6)–(8) шестого
порядка как число нелинейных уравнений, связывающих параметры метода, так и
количество самих параметров метода зависят от количества выделенных групп урав-
нений в исходной системе (1)–(3).

Известно [5, 6], что условия порядка для семистадийного метода (m0 = 7) Рун-
ге— Кутты шестого порядка образуют систему 37 нелинейных уравнений с 35 неиз-
вестными параметрами C0, B0, A00.

При построении шестистадийных (m1 = m2 = 6) методов шестого порядка [7, 8]
для систем (1)–(3), не содержащих общей группы (1) уравнений, условия порядка
образуют систему 74 нелинейных алгебраических уравнений с 61 неизвестным пара-
метром C1, C2, B1, B2, A12, A21, если l = 1, n = 2. Если же l > 1, n > 1, l + n ⩾ 4,
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то число нелинейных уравнений в условиях порядка возрастает до 292, а число неиз-
вестных параметров C1, C2, B1, B2, A11, A12, A21, A22 — до 103.

Условия порядка M -стадийного метода (4)–(8) шестого порядка c M = (7, 6, 6)
при использовании предположений

η∑
ξ=1

auv,ν,ξ = cu,ν , u, v ∈ {0, 1, 2}, ν = 1, . . . ,mu, (10)

η =

{
ν − 1, если (u, v) ∈ {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 2)},
ν, если (u, v) ∈ {(1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2)},

представляют собой [9–14] систему из 1224 нелинейных алгебраических уравнений,
устанавливающих связь шести групповых параметров Cu, Bu c девятью блочными
весовыми коэффициентами Auv (считаем, что индексы u, w, v, e, t принимают все
возможные групповые номера

{
0, 1, 2

}
):∑

ν

bu,νc
s
u,ν =

1

s+ 1
, s = 0, 1, . . . , 5,

∑
ν

bu,νc
s
u,ν

∑
µ

auw,ν,µcw,µ =
1

2(s+ 3)
, s = 0, 1, 2, 3,

∑
ν

bu,νc
s
u,ν

∑
µ

auw,ν,µc
2
u,µ =

1

3(s+ 4)
, s = 0, 1, 2,

∑
ν

bu,νc
s
u,ν

∑
µ

auw,ν,µ
∑
ξ

awv,µ,ξcv,ξ =
1

6(s+ 4)
, s = 0, 1, 2,

∑
ν

bu,νc
s
u,ν

(∑
µ

auw,ν,µcw,µ

)(∑
µ

auw,ν,µcw,µ

)
=

1

4(s+ 5)
, s = 0, 1,

∑
ν

bu,νc
s
u,ν

∑
µ

auw,ν,µc
3
w,µ =

1

4(s+ 5)
, s = 0, 1,

∑
ν

bu,ν
∑
µ

auw,ν,µc
s
w,µ

∑
ξ

awv,µ,ξc
d
v,ξ =

=
1

10(s+ d)(1 + d)
, (s, d) ∈ {(0, 2), (0, 3), (1, 1), (1, 2), (2, 1)},∑

ν

bu,ν
∑
µ

auw,ν,µc
s
w,µ

∑
ξ

awv,µ,ξc
d
v,ξ

∑
ψ

ars,ξ,ψc
ρ
s,ψ =

=
1

60(s+ 2d+ 2ρ)
, (s, d, ρ) ∈ {(0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},

∑
ν

bu,ν

(∑
µ

auw,ν,µcw,µ

)(∑
µ

auw,ν,µc
2
w,µ

)
=

1

36
, (11)

∑
ν

bu,ν
∑
µ

auw,ν,µc
4
w,µ =

1

30
,

∑
ν

bu,ν(
∑
µ

auw,ν,µ
∑
ξ

awv,µ,ξcv,ξ) · (
∑
µ

auw,ν,µcw,µ) =
1

72
,

∑
ν

bu,νcu,ν
∑
µ

auw,ν,µ
∑
ξ

awv,µ,ξc
s
v,ξ =

1

24(1 + s)
, s = 1, 2,

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 4 453



∑
ν

bu,ν
∑
µ

auw,ν,µ

∑
ξ

awv,µ,ξcv,ξ

∑
ξ

awv,µ,ξcv,ξ

 =
1

120
,

∑
ν

bu,νcu,ν
∑
µ

auw,ν,µ
∑
ξ

awv,µ,ξ
∑
ψ

are,ξ,ψce,ψ =
1

144
,

∑
ν

bu,ν
∑
µ

auw,ν,µ
∑
ξ

awv,µ,ξ
∑
ψ

are,ξ,ψc
2
e,ψ =

1

360
,

∑
ν

bu,ν
∑
µ

auw,ν,µ
∑
ξ

awv,µ,ξ
∑
ψ

are,ξ,ψ
∑
φ

aet,ψ,φct,φ =
1

720
.

Помимо этих ограничений для построения вложенного метода (5)–(8) порядка
q = 4 при уже определенных параметрах векторов Cu, Bu c девятью блочными ве-
совыми коэффициентами Auv должны выполняться еще 66 линейных относительно
параметров b̂u,ν уравнений (u, v, η ∈ {0, 1, 2})∑

ν

b̂u,νc
s
u,ν =

1

s+ 1
, s = 0, 1, . . . , 3,

∑
ν

b̂u,ν
∑
µ

auv,ν,µcv,µ =
1

6
,

∑
ν

b̂u,ν
∑
µ

auv,ν,µc
2
u,µ =

1

12
, (12)

∑
ν

b̂u,ν
∑
µ

auv,ν,µ
∑
ξ

avη,µ,ξcη,ξ =
1

24

с 57 ограничениями

ν = 1, . . . , 7 µ = 1, . . . , 6 µ = 1, . . . , 6

a00,8,ν = b0,ν a01,8,µ = b1,µ a02,8,µ = b2,µ
a10,7,ν = b0,ν a11,7,µ = b1,µ a12,7,µ = b2,µ
a20,7,ν = b0,ν a21,7,µ = b1,µ a22,7,µ = b2,µ

, (13)

обеспечивающими реализацию технологии FSAL (последнее вычисление производных
на текущем шаге совпадает с первым на следующем).

Количество параметров метода (4)–(8) шестого порядка, подлежащих определе-
нию, равно 216. При решении системы (10), (11) для каждой группы Cu, Bu и каждого
блока весовых коэффициентов Auv для весовых и узловых параметров введем упро-
щающие предположения

bu,2 = 0, cu,1 = 0, u = 0, 1, 2, (14)

а также упрощающие ограничения, представленные в табл. 2. Используя их в рам-
ках структурного подхода [2, 3], преобразуем исходную систему (11) к нелинейной
системе-следствию, которая (структурно) состоит из 12 блоков преобразованных
уравнений системы и 198 упрощающих ограничений.

Общее число уравнений системы-следствия меньше исходной системы условий
порядка. Число неизвестных параметров метода шестого порядка cu,ν , bu,ν , auv,ν,g,
u, v ∈ {0, 1, 2}, с учетом (10), (14) сократилось до 210. Система-следствие сохранила
характерные структурные особенности исходной системы условий порядка (11) —
разбиение на блоки, а также нелинейность связей неизвестных параметров метода
внутри девяти блоков и между ними.
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Таблица 2. Упрощающие ограничения для условий порядка (12)

w = 3, . . . , 7; τ = 0, 1, 2 θ = 0, 1; ξ = 1, 2 s = 1, . . . , 6; µ = 2, . . . , 6

w−1∑
ν=1

a00,w,νcτ0,ν =
cτ+1
0,w

τ + 1
,

w−1∑
ν=1

a01,w,νcθ1,ν =
cθ+1
0,w

θ + 1
,

w−1∑
ν=1

a02,w,νcθ2,ν =
cθ+1
0,w

θ + 1
,

7∑
ν=3

b0,νc
ξ
0,νa00,ν,2 = 0,

7∑
ν=3

b0,νc20,νa01,ν,2 = 0,
7∑
ν=3

b0,νc20,νa02,ν,2 = 0,

7∑
ν=s+1

b0,νa00,ν,s =
7∑

ν=s+1
b0,νcθ0,νa01,ν,s =

7∑
ν=s+1

b0,νcθ0,νa02,ν,s =

= b0,s (1− c0,s) =
b1,s

(
1− cθ+1

1,s

)
θ + 1

=
b2,s

(
1− cθ+1

2,s

)
θ + 1

µ∑
ν=1

a10,µ,νcτ0,ν =
cτ+1
1,µ

τ + 1
,

µ∑
ν=1

a11,µ,νcθ1,ν =
cθ+1
1,µ

θ + 1
,

µ−1∑
ν=1

a12,µ,νcθ2,ν =
cθ+1
1,µ

θ + 1
,

6∑
ν=2

b1,νc
ξ
1,νa10,ν,2 = 0,

6∑
ν=2

b1,νc21,νa11,ν,2 = 0,

6∑
ν=s

b1,νa10,ν,s =
6∑
ν=s

b1,νcθ1,νa11,ν,s =
6∑

ν=µ
b1,νa12,ν,µ−1 =

= b0,s (1− c0,s) =
b1,µ

(
1− cθ+1

1,µ

)
θ + 1

= b2,µ−1 (1− c2,µ−1)

µ∑
ν=1

a20,µ,νcτ0,ν =
cτ+1
2,µ

τ + 1
,

µ∑
ν=1

a21,µ,νcθ1,ν =
cθ+1
2,µ

θ + 1
,

µ∑
ν=1

a22,µ,νcθ2,ν =
cθ+1
2,µ

θ + 1
,

6∑
ν=2

b2,νc
ξ
2,νa20,ν,2 = 0,

6∑
ν=2

b2,νc22,νa21,ν,2 = 0,

6∑
ν=s

b2,νa20,ν,s =
6∑
ν=s

b2,νcθ2,νa21,ν,s =
6∑
ν=s

b2,νcθ2,νa22,ν,s =

= b0,s (1− c0,s) =
b1,s

(
1− cθ+1

1,s

)
θ + 1

=
b2,s

(
1− cθ+1

2,s

)
θ + 1

Нелинейная система-следствие (188 нелинейных уравнений с 210 неизвестными),
описывающая ограничения на параметры метода шестого порядка, распадается на
12 систем, решение которых в определенном порядке сводится к решению систем,
линейных относительно параметров bu,ν , auv,ν,µ.

Исследование на совместность уравнений нелинейной системы-следствия, ча-
стично представленное в [7, 8], позволило получить очень важные соотношения на
узловые параметры cu,ν метода, представление которых необходимо для построения
вложенного метода четвертого порядка.

4. Алгоритм построения семейства методов шестого порядка. Считаем,
что все узловые параметры cw,ν выбраны таким образом, чтобы при выполнении пред-
положений (14) и упрощающих ограничений (10), а также представленных в табл. 2
все параметры метода были определены и выполнялись неравенства 0 ⩽ bw,ν ⩽ 1,
0 ⩽ cw,ν ⩽ 1, w ∈ {0, 1, 2}. Заметим, что с учетом упрощающих ограничений из
табл. 2 c0,7 = 1, cg,6 = 1, g = 1, 2.

4.1. Коэффициенты B0. Разрешая линейную систему уравнений

m0∑
ν=1

b0,νc
s
0,ν =

1

s+ 1
, s = 0, 1, . . . , 5,
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выражаем весовые параметры b0,ν через свободные узловые параметры c0,3, c0,4, c0,5,
c0,6:

b0,ν = b0,ν(c0,3, c0,4, c0,5, c0,6).

4.2. Коэффициенты B1 и B2. Две несвязанные к этому моменту линейные
системы

mg∑
ν=1

bg,νc
s
g,ν =

1

s+ 1
, g = 1, 2, s = 0, 1, . . . , 5, (15)

совместны при ограничениях на узловые параметры cg,5 = cg,5(cg,3, cg,4):

cg,5 =
5 cg,4 cg,3 − 3 cg,4 − 3 cg,3 + 2

10 cg,4 cg,3 − 5 gq,4 − 5 cg,3 + 3
. (16)

Групповые весовые параметры bg,ν , являющиеся решением системы (15), выражаются
через узловые свободные параметры cg,3, cg,4 своих групп bg,ν = bg,ν(cg,3, cg,4).

4.3. Блок A00. Теперь последовательно находим параметры метода Auv =
{auv,ν,µ} как решение девяти совместных линейных относительно auv,ν,µ систем. Для
каждого блока определяемых параметров Auv через Nuv обозначим число уравнений
совместной линейной системы, используемой для их определения, а через Suv — число
неизвестных параметров auv,ν,µ этого блока.

Построение решения системы-следствия начнем с первого диагонального блока
матрицы параметров с N00 = 20, S00 = 20:

s−1∑
ν=1

a00,s,νc
d
0,ν =

1

d+ 1
cd+1
0,s , s = 3, . . . , 6, d = 0, 1, 2,

7∑
ν=3

b0,νc
ρ
0,νa00,ν,2 = 0, ρ = 1, 2,

7∑
ν=s+1

b0,νa00,ν,s = b0,s (1− c0,s) , s = 2, . . . , 7, (17)

7∑
ν=4

b0,νc0,ν

ν−1∑
µ=3

a00,ν,µc
3
0,µ =

1

24
,

7∑
ν=5

b0,νc0,ν

ν−1∑
µ=4

a00,ν,µ

µ−1∑
ξ=3

a00,µ,ξc
2
0,ξ =

1

72
.

Система (17) совместна при выполнении дополнительных ограничений на свободные
параметры

c0,3 =
3

2
c0,2, c0,4 =

6c0,2
135c20,2 − 60c0,2 + 8

. (18)

Ее решения a00,ν,µ = a00,ν,µ(c0,2, c0,5, c0,6) найдены в [13] и образуют трехпараметри-
ческое семейство.

4.4. Блок A11. Дальнейшее рассмотрение будет связано с поиском решения для
четырех связанных между собой блоков параметров A11, A12, A21 и A22. В работе [10]
данный вопрос изучался достаточно подробно. Здесь, опуская представление самого
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решения для этих параметров, будем приводить условия совместности рассматривае-
мых систем, необходимые для нахождения четырех оставшихся блоков параметров.

В линейной системе, соответствующей блоку параметров A11, число уравнений
N11 = 19, а неизвестных — S11 = 20:

s∑
ν=1

a11,s,ν = c1,s, s = 2, . . . , 6,

µ∑
ν=1

a11,µ,νc1,ν =
1

2
c21,µ, µ = 2, . . . , 5,

6∑
ν=2

b1,νc
2
1,νa11,ν,2 = 0, (19)

6∑
ν=s

b1,νa11,ν,s = b1,s (1− c1,s) , s = 2, . . . , 6,

6∑
ν=µ

b1,νc1,νa11,ν,µ =
1

2
b1,µ

(
1− c21,µ

)
, µ = 2, . . . , 4,

6∑
ν=3

b1,νc
2
1,ν

ν∑
µ=2

a11,ν,µc
2
1,µ =

1

18
.

Решения системы (19) a11,ν,µ
(
c1,2, c1,3, c1,4, a11,3,2

)
с учетом (16) образуют многопара-

метрическое семейство относительно свободных параметров c1,2, c1,3, c1,4, a11,3,2.
4.5. Блок A12. Cистема с N12 = 14, S12 = 14

s−1∑
ν=1

a12,s,νc
d
2,ν =

1

d+ 1
cd+1
1,w , d = 0, 1, s = 3, . . . , 5, (20)

6∑
ν=µ

b1,νa12,ν,µ−1 = b2,µ−1 (1− c2,µ−1) , µ = 2, . . . , 5, (21)

6∑
ν=3

b1,νc
2
1,ν

ν−1∑
µ=2

a12,ν,µc
2
2,µ =

1

18
, (22)

6∑
ν=3

b1,νc1,ν

ν−1∑
µ=2

a12,ν,µc2,µ =
1

8
, (23)

6∑
ν=3

b1,νc1,ν

ν−1∑
µ=2

a12,ν,µc
2
2,µ =

1

15
, (24)

6∑
ν=3

b1,νc1,ν

ν−1∑
µ=2

a12,ν,µc
3
2,µ =

1

24
(25)

позволяет после введения новых переменных

ψ12,s =

6∑
ν=s+1

b1,νc1,νa12,ν,s, s = 2, 3, 4, (26)
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найти их представление через свободные узловые параметры, разрешив систему (23)–
(25), линейную относительно ψ12,s:

ψ12,2 =

(
c25

4 − (1 + c23 + c24) c25
3 + (c23c24 + c23 + c24) c25

2 − c23c24c25
)
b25

c22 (c24 − c22) (c23 − c22)
+

+
15c23c24 − 8c23 − 8c24 + 5

120c22 (c24 − c22) (c23 − c22)
,

ψ12,3 = −
((
−c253 + (c24 + 1) c25

2 − c24c25
)
c22 + c25

4 − (c24 + 1) c25
3 + c24c25

2
)
b25

c23 (c23 − c22) (c24 − c23)
−

− (15c24 − 8) c22 − 8c24 + 5

120c23 (c23 − c22) (c24 − c23)
,

ψ12,4 =

((
−c253 + (c23 + 1) c25

2 − c23c25
)
c22 + c25

4 − (c23 + 1) c25
3 + c23c25

2
)
b25

c24 (c24 − c22) (c24 − c23)
+

+
(15c23 − 8) c22 − 8c23 + 5

120c24 (c24 − c22) (c24 − c23)
.

Используя (26), сводим решение исходной системы (20)–(25) к решению линейной
системы-следствия (20)–(22), (26). Ее структура существенно проще и позволяет вы-
разить параметры блока A12 через свободные параметры c1,2, c1,3, c1,4, c2,2, c2,3 и c2,4.

4.6. Блок A21. Далее при поиске решения системы c N21 = 20, S21 = 20

s∑
ν=1

a21,s,ν = c2,s, s = 2, . . . , 6,

µ∑
ν=1

a21,µ,νc1,ν =
1

2
c22,µ, µ = 2, . . . , 5,

6∑
ν=2

b2,νc
2
2,νa21,ν,2 = 0,

6∑
ν=5

b2,νa21,ν,5 = b1,5 (1− c1,5) , (27)

6∑
ν=µ

b2,νc
d
2,νa21,ν,µ =

1

d+ 1
b1,µ

(
1− cd+1

1,µ

)
, µ = 2, 3, 4, d = 0, 1,

6∑
ν=3

b1,νc1,ν

ν−1∑
µ=2

a12,ν,µ

µ∑
ξ=2

a21,µ,ξc
2
1,ξ =

1

72
,

6∑
µ=3

b2,µc
2
2,µ

µ∑
ξ=2

a21,µ,ξc
2
1,ξ =

1

18
,

6∑
ν=4

b1,νc1,ν

ν−1∑
µ=3

a12,ν,µ

µ∑
ξ=3

a21,µ,ξc
2
1,ξ =

1

72

находим условие eе совместности с использованием упрощающих предположений из
табл. 2 и ранее полученных ограничений (26):

c2,2 =
2c2,3 − 3c1,3

15c1,3c2,3 − 10c2,3 + 2
. (28)
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Равенство (28) позволяет выразить параметры третьего блока a21,ν,µ, ν = 2, . . . , 6,
µ = 1, . . . , ν, являющиеся решением системы (27), через свободные параметры c1,3,
c1,4, c2,3, c2,4.

4.7. Блок A22. В последней из четырех систем, рассмотренных в [10], N22 = 19,
S22 = 20. При всех упрощающих ограничениях и ограничениях (26), (28) на парамет-
ры блока A22 = {a22,ν,µ} эта система линейна и совместна:

s∑
ν=1

a22,s,ν = c2,s, s = 2, . . . , 6,

µ∑
ν=1

a22,µ,νc2,ν =
1

2
c22,µ, µ = 2, . . . , 5,

6∑
ν=s

b2,νa22,ν,s = b2,s
(
1− cd+1

2,s

)
, s = 2, . . . , 6, (29)

6∑
ν=µ

b2,νc2,νa22,ν,µ =
1

2
b2,µ

(
1− c22,µ

)
, µ = 2, 3, 4,

6∑
ν=3

b2,νc
2
2,ν

ν∑
µ=2

a22,ν,µc
2
2,µ =

1

18
,

6∑
ν=3

b1,νc1,ν

ν−1∑
µ=2

a12,ν,µ

µ∑
u=2

a22,µ,uc
2
2,u =

1

72
.

Решения системы (29) образуют пятипараметрическое семейство относительно сво-
бодных параметров c1,3, c1,4, c2,3, c2,4, a22,4,3: a22,ν,µ = a22,ν,µ(c1,3, c1,4, c2,3, c2,4, a22,4,3),
ν = 2, . . . , 6, µ = 1, . . . , ν.

4.8. Блоки A10 и A20. В системах для определения параметров этих блоков
N10 = 21, N20 = 20, S10 = S20 = 20:

w∑
ν=1

ag0,w,νc
ρ
0,ν =

1

ρ+ 1
cρ+1
g,w , ρ = 0, 1, 2, w = 2, . . . , 6,

6∑
ν=2

bg,νc
ρ
g,νag0,ν,2 = 0, ρ = 1, 2,

6∑
ν=w

bg,νag0,ν,w = b0,w (1− c0,w) , w = 2, . . . , 6, (30)

6∑
ν=3

bg,νcg,ν

ν∑
µ=3

ag0,ν,µc
3
0,µ =

1

24
,

6∑
µ=3

c20,µ

6∑
ν=µ

b1,νc
2
1,νa10,νµ =

1

18
.

Проверка на совместность двух систем (30) уравнений Ag0 = {ag0,ν,µ}, g = 1, 2, пока-
зала, что их решения существуют при ограничениях

c1,2 = c2,2 =
3

2
c0,2, (31)
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c1,5 = c2,5, (32)

связывающих узловые параметры всех трех групп уравнений. Приведем результат
прямого хода метода исключения решения системы (30) с учетом (31) и (32):

ag0,2,1 =
3

8
c0,2, ag0,2,2 =

9

8
c0,2, ag0,3,2 =

c2g,3 (3c0,3 − 2cg,3)

6c0,2(c0,3 − c0,2)
,

ag0,3,3 =
c2g,3 (2cg,3 − 3c0,2)

6c0,3(c0,3 − c0,2)
, ag0,4,2 = −ag0,3,2bg,3 (cg,6 − cg,3) (cg,5 − cg,3)

bg,4 (cg,6 − cg,4) (cg,5 − cg,4)
,

ag0,5,2 =
ag0,3,2bg,3 (cg,6 − cg,3) (cg,4 − cg,3)

bg,5 (cg,6 − cg,5) (cg,5 − cg,4)
,

ag0,6,2 = −ag0,3,2bg,3 (cg,5 − cg,3) (cg,4 − cg,3)

bg,6 (cg,6 − cg,5) (cg,6 − cg,4)
,

ag0,4,3 =
−6c0,2 (c0,4 − c0,2) ag0,4,2 − 2cg,4

3 + 3cg,4
2c0,4

6c0,3 (c0,4 − c0,3)
,

ag0,4,4 =
6 c0,2 (c0,3 − c0,2) ag0,4,2 + 2 cg,4

3 − 3 cg,4
2c0,3

6 c0,4 (c0,4 − c0,3)
,

ag0,5,3 = − (c0,4 − c0,2) c0,2ag0,5,2
(c0,4 − c0,3) c0,3

+
(c0,5 − c0,4) c0,5ag0,5,5

(c0,4 − c0,3) c0,3
+

3 cg,5
2c0,4 − 2 cg,5

3

6 (c0,4 − c0,3) c0,3
,

ag0,5,4 =
c0,2 (c0,3 − c0,2) ag0,5,2

c0,4 (c0,4 − c0,3)
+

(
c0,3c0,5 − c0,5

2
)
ag0,5,5

c0,4 (c0,4 − c0,3)
+

2 cg,5
3 − 3 cg,5

2c0,3
6 c0,4 (c0,4 − c0,3)

,

ag0,6,5 =
b0,5(1− c0,5)− ag0,5,5bg,5

bg,6
, ag0,6,6 =

b0,6 (1− c0,6)

bg,6
,

ag0,6,3 =
c0,2 (c0,4 − c0,2) ag0,6,2

c0,3 (c0,4 − c0,3)
+
c0,5 (c0,5 − c0,4) ag0,6,5

c0,3 (c0,4 − c0,3)
+

+
c0,6 (c0,6 − c0,4) ag0,6,6

c0,3 (c0,4 − c0,3)
− cg,6

2(2 cg,6 − 3 c0,4)

6 c0,3 (c0,4 − c0,3)
,

ag0,6,4 =
c0,2(c0,3 − c0,2)ag0,6,2

c0,4(c0,4 − c0,3)
+
c0,5 (c0,5 − c0,3) ag0,6,5

c0,4 (c0,4 − c0,3)
+

+
c0,6

(
c0,6 − c0,3

2
)
ag0,6,6

c0,4 (c0,4 − c0,3)
+
cg,6

2(2 cg,6 − 3 c0,3)

6 c0,4 (c0,4 − c0,3)
,

ag0,5,5 =
5 c0,3c0,4 − 2 c0,3 − 2 c0,4 + 1

120 bg,5c0,5(1− cg,5)(c0,5 − c0,3)(c0,5 − c0,4)
.

Причем с использованием ранее полученных ограничений (16) на параметры c1,5
и c2,5 равенство (32) позволяет связать свободные параметры c1,3, c1,4, c2,3, c2,4 между
собой:

c1,4 =
5c1,3c2,3c2,4 − 5c2,3c2,4 − c1,3 + c2,3 + c2,4
5c1,3c2,3 + 5c1,3c2,4 − 5c2,3c2,3 − 5c1,3 + 1

.

Выполнив обратный ход, выразим все весовые параметры a0g,ν,µ этих двух блоков
через свободные параметры c0,5, c0,6, c1,3, c2,3, c2,4.

4.9. Блоки A01 и A02. Здесь N01 = 21, N02 = 20, S01 = S02 = 20:
7∑

ν=w+1

b0,νc
ρ
0,wa0g,ν,w =

1

ρ+ 1
bg,w

(
1− cρ+1

g,w

)
, w = 3, . . . , 6, ρ = 0, 1,
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7∑
ν=3

b0,νc
ρ
0,νa0g,ν,2 = 0, ρ = 0, 1, 2,

w−1∑
ν=1

ag0,w,νc
ρ
0,ν =

1

ρ+ 1
cρ+1
g,w , w = 3, . . . , 7, ρ = 0, 1,

7∑
ν=4

b0,νc0,ν

ν−1∑
µ=3

a00,ν,µ

µ−1∑
ξ=2

a0g,µ,ξc
2
g,ξ =

1

72
, (33)

7∑
ν=3

b0,νc
2
0,ν

ν−1∑
µ=2

a0g,ν,µc
2
g,µ =

1

18
,

7∑
ν=5

b0,νc0,ν

ν−1∑
µ=4

a00,ν,µ

µ−1∑
ξ=3

a01,µ,ξc
2
1,ξ =

1

72
.

Система (33) совместна при выполнении дополнительного ограничения на узловые
параметры

c1,3 =
3

2
c0,2,

которое с полученными ранее условиями совместности (16), (18), (28), (32) позво-
ляет выразить узловые параметры c0,2, c0,3, c0,4, c1,2, c1,4, c1,5, c2,2, c2,3, c2,5 через
параметры c0,5, c0,6, c1,3, c2,4:

c0,2 =
2

3
c1,3, c1,2 = c2,2 = c0,3 = c1,3, c2,3 = c0,4 =

c1,3
15 c1,32 − 10 c1,3 + 2

,

c1,4 =
20 c21,3 c2,4 − 15 c31,3 − 15 c1,3 c2,4 + 10 c21,3 + 2 c2,4 − c1,3

70 c21,3 + 5 c1,3 c2,4 − 20 c1,3 + 2− 75 c31,3 + 75 c31,3 c2,4 − 50 c21,3 c2,4
,

c1,5 = c2,5 =
45 c21,3 c2,4 − 30 c21,3 − 35 c1,3 c2,4 + 23 c1,3 + 6 c2,4 − 4

75 c21,3 c2,4 − 45 c21,3 − 60 c1,3 c2,4 + 35 c1,3 + 10 c2,4 − 6
.

(34)

Ограничимся приведением последовательности прямого хода решения систе-
мы (33):

a0g,3,1 =
c0,3(2 cg,2 − c0,3)

2 cg,2
, a0g,3,2 =

c0,3
2

2 cg,2
,

a0g,4,2(a0g,7,2) =
a0g,7,2b0,7 (1− c0,6) (1− c0,5)− a0g,32b0,3 (c0,6 − c0,3) (c0,5 − c0,3)

b0,4 (c0,6 − c0,4) (c0,5 − c0,4)
,

a0g,5,2(a0g,7,2) =
a0g,7,2b0,7 (1− c0,6) (1− c0,4) + a0g,3,2b0,3 (c0,6 − c0,3) (c0,4 − c0,3)

b0,5 (c0,6 − c0,5) (c0,5 − c0,4)
,

a0g,6,2(a0g,7,2) =
a0g,7,2b0,7 (c0,5 − 1) (1− c0,4)− a0g,3,2b0,3 (c0,5 − c0,3) (c0,4 − c0,3)

b0,6 (c0,6 − c0,5) (c0,6 − c0,4)
,

a0g,4,1(a0g,7,2) =
(cg,2 − cg,3) a0g,4,2

cg,3
+
c0,4(2 cg,3 − c0,4)

2 cg,3
,

a0g,4,3(a0g,7,2) =
c0,4

2 − 2 cg,2a0g,4,2
2 cg,3

,

a0g,6,5 =
bg,5 (1− cg,5)

2

2 b0,6 (1− c0,6)
, a0g,7,5 =

bg,5 (1− cg,5) (cg,5 − 2 c0,6 + 1)

2 b0,7 (1− c0,6)
,
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a0g,5,4(a0g,7,4) =
2 b0,7a0g,7,4 (1− c0,6)− (1− cg,4) (cg,4 − 2 c0,6 + 1) bg,4

2 b0,5 (c0,6 − c0,5)
,

a0g,6,4(a0g,7,4) =
(1− cg,4) (cg,4 − 2c0,5 + 1) bg,4 − 2 b0,7a0g,7,4 (1− c0,5)

2 b0,6 (c0,6 − c0,5)
,

a0g,5,3(a0g,7,3) =
(1− c0,6) b0,7a0g,7,3
b0,5 (c0,6 − c0,5)

− (c0,6 − c0,4) b0,4a0g,4,3
b0,5 (c0,6 − c0,5)

+

+

(
(2 cg,3 − 2) c0,6 − cg,3

2 + 1
)
bg,3

2 b0,5 (−c0,6 + c0,5)
,

a0g,6,3(a0g,7,3) =
(c0,5 − 1) b0,7a0g,7,3 + (c0,5 − c0,4) b0,4a0g,4,3

b0,6 (c0,6 − c0,5)
+

+

(
(2 cg,3 − 2) c0,5 − cg,3

2 + 1
)
bg,3

2 b0,6 (c0,6 − c0,5)
.

Параметры a0g,5,1, a0g,7,2, a0g,7,3, a0g,7,4 определяем, последовательно разрешая при
g = 1, 2 две линейные относительно искомых параметров системы четырех уравнений:

4∑
ν=1

a0g,5,νc
s
g,ν =

1

s+ 1
cs+1
0,5 , s = 0, 1,

7∑
ν=3

b0,νc
2
0,ν

ν−1∑
µ=2

a0g,ν,µc
2
g,2 =

1

18
,

7∑
ν=5

b0,νc0,ν

ν−1∑
µ=4

a00,ν,µ

µ−1∑
ρ=3

a01,µ,ρc
2
1,ρ =

1

72
,

7∑
ν=4

b0,νc0,ν

ν−1∑
µ=3

a00,ν,µ

µ−1∑
ρ=2

a02,µ,ρc
2
2,ρ =

1

72
.

Выполнение обратного хода с учетом (34) позволяет выразить все искомые параметры
a0g,ν,µ через свободные параметры c0,5, c0,6, c1,3, c2,4.

На этом работа алгоритма по построению метода шестого порядка закончена.
Решение системы-следствия существует и образует шестипараметрическое семейство
относительно свободных параметров c0,5, c0,6, c1,3, c2,4, a11,3,2, a22,4,3.

5. Семейство вложенных методов четвертого порядка. Для получения
весовых параметров B̂u при уже определенных Bu, Cu, Auv, u, v = 0, 1, 2, необходимо
найти решение трех линейных (относительно b̂u,ν) систем 66 уравнений (12) с 57 ог-
раничениями (13).

На представленном выше шестипараметрическом семействе решений системы-
следствия при использовании всех упрощающих ограничений из табл. 2 и условий сов-
местности (16), (34) параметры вложенного метода b̂u,ν являются решением системы-
следствия

8∑
ν=1

b̂0,νc
s
0,ν =

1

s+ 1
, s = 0, 1, . . . , 3,

8∑
ν=2

b̂0,ν

ν−1∑
ρ=1

a0g,ν,ρc
2
g,ρ =

1

12
, g = 1, 2, (35)
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7∑
ν=1

b̂g,νc
s
g,ν =

1

s+ 1
,

7∑
ν=2

b̂g,ν

ν−1∑
ρ=1

ag1,ν,ρc
2
g,ρ =

1

12
,

состоящей (в предположении b̂u,2 = 0) из 16 линейно независимых уравнений системы
(12). Решения системы (35) существуют и образуют семипараметрическое семейство

b̂u,ν(c0,5, c0,6, c1,3, c2,4, b̂0,5, b̂1,3, b̂2,4).

Для проверки работы алгоритма построения метода RKS6(4)[8,7,7]F с девятью
свободными параметрами c0,5, c0,6, c1,3, c2,4, a11,3,2, a22,4,3, b̂0,5, b̂1,3, b̂2,4 и проведе-
ния сравнительного тестирования рассматриваемого метода было найдено частное
решение (табл. 3) системы-следствия при свободных параметрах c0,5 = 2

3 , c0,6 = 4
5 ,

c1,3 = 1
5 , c2,4 = 1

4 , a11,3,2 = 0, a22,4,3 = 0.
При таком выборе узловых параметров весовые параметры вложенного метода

образуют трехпараметрическое семейство b̂u,ν(b̂0,5, b̂1,3, b̂2,4):

B̂0 =



5
12 − 7

9 b̂05
0

125
36 b̂05 −

125
36

27
16 − 7

2 b̂05
b̂0,5
0

49
36 b̂05 −

77
96

1− 14
9 b̂05


, B̂1 =



7
72 − 29

150 b̂1,3
0

b̂1,3
1250
2961 − 928

987 b̂1,3
1331
3384 + 1331

7050 b̂1,3
2407
525 b̂1,3 −

83
252

5
12 − 116

25 b̂1,3


, B̂2 =



11
96 − 63

512 b̂2,4
0

45
104 − 1701

1664 b̂2,4
b̂2,4

1331
3744 + 1331

6656 b̂2,4
623
128 b̂2,4 −

89
72

4
3 − 116

64 b̂2,4


.

Тестирование метода RKS6(4)[8,7,7]F проводилось при свободных параметрах

вложенного метода b̂0,5 =
3

7
, b̂1,3 =

25

348
, b̂2,4 =

16

63
.

6. Тестирование. Для проведения численного тестирования на решении y0(x) =
exp

(
4 sinx2

)
, y1(x) = exp

(
5 sinx2

)
, y2(x) = exp

(
sinx2

)
, y3(x) = cos

(
x2
)
, y4(x) =

sin
(
x2
)
+ 1, все компоненты которого удовлетворяют начальным условиям ys(0) = 1,

s = 0, 1, . . . , 4, построена система дифференциальных уравнений

y′0 = xy3
(
y1y

−1
2 + 7y0

)
= f0(x, y0, y1, y2, y3),

y′1 = 10x exp(5(y4 − 1))y3 = f1(x, y3, y4),

y′2 = 2xy
1
5
1 y3 +

1

4
ln y0 − y4 + 1 = f2(x, y0, y1, y3, y4),

y′3 = −2

5
x ln (y0y2) = f3(x, y0, y2),

y′4 = 2xy0y
−1
1 y2y3 = f4(x, y0, y1, y2, y3),

yi(0) = 1, i = 0, 1, . . . , 4.

(36)

Тестовая задача (36) содержит все три группы уравнений полной канонической
формы системы (1)–(3). Общая группа уравнений состоит из первого уравнения си-
стемы (36). Две пары последующих ее уравнений попадают соответственно в первую
и вторую структурно выделенные группы.
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Применение метода RKS6(4)[8,7,7]F для интегрирования системы (36) позволит
уменьшить число обращений к процедуре вычисления правой части на единицу для
f1, . . . , f4 с сохранением порядка метода. Причем в этом случае проверку правиль-
ности найденных значений параметров метода проходят параметры всех девяти бло-
ков Auv.

Рисунок. Зависимость нормы ∥Errglob∥ полной погрешности от общего количества
обращений к процедурам вычисления правых частей Nf

На решении задачи Коши (36) при x ∈ [0, 5], tol ∈ [10−5, 10−23] сравни-
вали результаты применения наиболее известных [15, 16] методов DOPRI5(4)7F
и DOPRI6(5)8M с представленной в табл. 3 расчетной схемой RKS6(4)[8,7,7]F.

Результаты сравнительного тестирования по критерию «общее количество вы-
числений правых частей (Nf ) / глобальная погрешность(Errglob)» представлены
на рисунке, на котором наклоны ломаных показывают, что для всех тестируемых
методов зависимость глобальной погрешности Errglob от общего числа вычисле-
ний Nf правых частей отвечает заявленным порядкам. Предложенный здесь метод
RKS6(4)[8,7,7]F в рассмотренном точностном диапозоне демонстрирует свои эффек-
тивность и конкурентоспособность.

7. Заключение. Таким образом, алгоритмическое использование структурных
особенностей позволяет строить экономичные явные одношаговые методы шестого
порядка с автоматическим выбором шага численного интегрирования систем обык-
новенных дифференциальных уравнений.
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In the paper an effective explicit Runge— Kutta type method of the sixth order with an em-
bedded error estimator of order four is presented. The method is applied to the systems that
can be structurally partitioned into three subsystems. Its computational scheme effectively
uses the structural properties. However this leads to much larger systems of order conditions.
These nonlinear conditions and the algorithm of finding a solution with nine free parameters
are presented. A certain computational scheme is written down and a numerical comparison
to Dormand— Prince pairs of orders 5 and 6 is performed.
Keywords: Runge —Kutta methods, partitioned systems, order conditions, simplifying con-
ditions.
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