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К важнейшим задачам системы автоматического управления движением в реальных
условиях функционирования относится компенсация влияния действующих на объект
возмущений с учетом особенностей его динамики. В статье представлен метод вычисле-
ния коэффициентов автоматического управления, обеспечивающий минимум размера
множества реакций на недетерминированные внешние воздействия, ограниченные по
норме, и необходимое расположение корней характеристического полинома системы,
замкнутой таким управлением. Указанный алгоритм реализован в MATLAB и проте-
стирован на примере конкретного морского судна.
Ключевые слова: управление, компьютерное моделирование, возмущение.

1. Введение. Автоматические системы управления все чаще используются в со-
временном мире. Их применяют не только на беспилотных аппаратах, но и на по-
движных объектах, пилотируемых человеком. Это необходимо для обеспечения более
эффективного и безопасного движения. К важнейшим задачам системы автомати-
ческого управления движением в реальных условиях функционирования относится
компенсация влияния действующих на объект возмущений с учетом особенностей его
динамики. В связи с этим возникают различные задачи [1–7], касающиеся проектиро-
вания систем автоматического управления движением, а именно: задачи минимиза-
ции времени совершения маневра и расхода топлива, задачи построения оптимальных
траекторий движения, проблемы нивелирования внешних воздействий, порождаемых
порывами ветра, волнением моря и другими внешними факторами. В литературе
представлены различные варианты постановок таких задач [8–15]. Особой проработ-
ки требует случай, когда воздействия не являются детерминированными, и система
управления должна не только нивелировать их, но и обеспечить выполнение допол-
нительных требований к качеству динамических процессов. Такая постановка задачи
значительно затрудняет формирование системы управления, подавляющей влияние
внешних возмущений на исследуемый объект управления. В настоящей статье основ-
ное внимание будет уделено формированию такой системы автоматического управле-
ния, которая должна нивелировать возмущения и гарантировать выполнение допол-
нительных требований к динамическим процессам, а именно, реализовать размеще-
ние собственных чисел с желаемой области.

∗ Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-71-01001,
https://rscf.ru/project/23-71-01001/

c⃝ Санкт-Петербургский государственный университет, 2024

https://doi.org/10.21638/11701/spbu10.2024.109 109



2. Постановка задачи и методы ее решения. Введем в рассмотрение мате-
матическую модель, описывающую движение морского корабля:

ẋ = Ax+Bδ +Dd(t),

y = Cx.
(1)

В системе дифференциальных уравнений (1) x — n-мерный вектор основных дина-
мических переменных, δ — m-мерный вектор отклонения управляющих рулей, d —
h-мерный вектор воздействий окружающей среды, y — k-мерный вектор перемен-
ных, доступных для измерения, A,B,C,D — постоянные матрицы коэффициентов,
зависящие от конкретного корабля. Для формирования управляющих воздействий
требуется также добавить уравнения привода δ̇ = u, где u — m-мерный вектор управ-
лений.

Будем формировать искомые управления следующим образом:

u = K1x+K2δ = K

(
x
δ

)
.

Тогда система, замкнутая указанным управлением, примет вид

˙̄x = Āx̄+ B̄u+ D̄d̄,

y = C̄x̄,

где Ā =

(
A B
0 0

)
; B̄ =

(
0
Em

)
; D̄ =

(
D
0

)
; C̄ =

(
C 0

)
; x̄ =

(
x
δ

)
; d̄ =

(
d
0

)
. Поиску

подлежат постоянные матрицы K1 и K2. При этом будем искать управления, для ко-
торых характеристический многочлен матрицы замкнутой системы будет гурвицев,
т. е. будет иметь все собственные числа в левой полуплоскости левее некоторого за-
данного значения η0. Рассмотрим ситуацию, когда внешние возмущения d(t) по норме
не выше единицы:

∥∥d∥∥∞ ⩽ 1. Поставим задачу о поиске такого управления, которое
доставляет минимум размеру множества реакций S(K) на указанные внешние воз-
действия:

S(K) → min
K

.

В соответствии с [16] будем аппроксимировать множества реакций инвариантными
эллипсоидами, а в качестве функционала S(K) возьмем след матрицы инвариант-
ного эллипсоида, который содержит реакции рассматриваемой системы на внешние
возмущения:

S(K) = tr(C̄H(α0, γ0)C̄
T ),

здесь α0 > 0 доставляет минимум функционалу S(K), а H(α0, γ0) является положи-
тельно определенным решением уравнения

ÂH +HÂT − γB̄B̄T + αH + α−1D̄D̄T = 0, (2)

в котором Â = Ā+ B̄K.
Б. Т. Поляк и П. С. Щербаков [16] показывают, что, решив задачу минимиза-

ции функционала S(K), получим минимальный в смысле следа эллипсоид, который
будет содержать множество достижимых реакций системы. И если не принимать во
внимание требования к значениям собственных чисел, то решение задачи имеет вид
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K̃ = −γ0B̄
TH−1(α0, γ0), где α0, γ0 — некоторые постоянные параметры, также под-

лежащие поиску. Однако в данном случае собственные числа должны располагаться
левее заданного значения в левой полуплоскости, поэтому необходимо сформировать
метод учета налагаемых требований и условий. Для удобства будем решать рассмат-
риваемую задачу минимизации на конечной сетке управлений, сформированной по
следующей схеме:

1) задаем положительные максимальные и минимальные величины для парамет-
ров α, γ;

2) делим полученные отрезки [αmin, αmax] и [γmin, γmax] на N +1 равных отрезков
точками αi, γj , i, j = 1, N ;

3) находим решение H(αi, γj) уравнения (2);
4) проверяем условие положительной определенности матрицы H(αi, γj). Если

оно выполняется, вычисляем Kij = −γjB̄
TH−1(αi, γj) и уточняем расположение соб-

ственных чисел матрицы замкнутой системы. Если собственные числа лежат в нуж-
ной области, то добавляем управление u = Kij x̄ в конечную сетку управляющих
воздействий. Если матрица H(αi, γj) не является положительно определенной или
собственные числа расположены вне требуемой области, то переходим к следующим
значениям α, γ;

5) вычисляем S(Kij) для каждого Kij из конечной сетки и ищем минимальное
значение.

Приведенную схему можно модернизировать, если найденное на конкретном ша-
ге значение S(Kij) сравнивать с предшествующей величиной размера множества
реакций: если текущее значение S(Kij) меньше, то предыдущее исключается из сет-
ки; если же текущее значение S(Kij) больше предыдущего, то происходит переход
к следующим значениям номеров пар.

Представленный алгоритм состоит в преобразовании задачи минимизации раз-
мера S(K) с параметрами, в которой присутствуют нелинейные ограничения, к более
легкой задаче на безусловный экстремум. Специфика данного подхода заключается
в его эксплуатационной гибкости, так как он применим для любого вида определения
размера множества реакций на внешнее воздействие и, значит, может быть исполь-
зован для любых законов автоматического управления с заданной структурой.

3. Компьютерный алгоритм. Описанная схема нахождения закона управле-
ния была реализована в пакете MATLAB. Представим фрагмент кода программы,
реализующей предложенный алгоритм:

A = [a11 a12 0 b1; a21 a22 0 b2; 0 1 0 0; 0 0 0 0];

B = [0; 0; 0; 1];

C = eye(4);

D = [d1; d2; 0; 0];

alpha = sym(’alpha’); gamma = sym(’gamma’); h11 = sym(’h11’);

h12 = sym(’h12’); h13 = sym(’h13’); h14 = sym(’h14’); h22 = sym(’h22’);

h23 = sym(’h23’); h24 = sym(’h24’); h33 = sym(’h33’); h34 = sym(’h34’);

h44 = sym(’h44’);

H = [h11 h12 h13 h14; h12 h22 h23 h24; h13 h23 h33 h34;

h14 h24 h34 h44];

res = A*H + H*A’ - gamma*B*B’ + alpha*H + (1/alpha)*H*H’;

% решение матричного уравнения

hh44 = solve(simh(4,4),h44);

hh23 = solve(simh(3,3),h23);
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hh24 = solve(simh(3,4),h24);

t1 = simhlify(subs(simh,h44,hh44));

t2 = simhlify(subs(t1,h23,hh23));

t3 = simhlify(subs(t2,h24,hh24));

hh13 = solve(t3(1,3),h13);

t4 = simhlify(subs(t3,h13,hh13));

hh14 = solve(t4(1,4),h14);

t5 = simhlify(subs(t4,h14,hh14));

hh34 = solve(t5(2,4),h34);

t6 = simhlify(subs(t5,h34,hh34));

hh33 = solve(t6(2,3),h33);

t7 = simhlify(subs(t6,h33,hh33));

hh22 = solve(t7(2,2),h22);

t8 = simhlify(subs(t7,h22,hh22));

hh12 = solve(t8(1,1),h12);

t9 = simhlify(subs(t8,h12,hh12));

hh11 = solve(t9(1,2),h11);

t10 = simhlify(subs(t9,h11,hh11));

hh12 = simhlify(subs(hh12,h11,hh11));

hh22 = simhlify(subs(hh22,h12,hh12));

hh33 = simhlify(subs(hh33,{h12,h22},{hh12,hh22}));

hh14 = simhlify(subs(hh14,h34,hh34));

hh13 = simhlify(subs(hh13,{h12,h33,h34},{hh12,hh33,hh34}));

hh24 = simhlify(subs(hh24,h34,hh34));

hh23 = simhlify(subs(hh23,h33,hh33));

H1 = [hh11 hh12 hh13 hh14;...

hh12 hh22 hh23 hh24;...

hh13 hh23 hh33 hh34;...

hh14 hh24 hh34 hh44];

Fi = simhlify(trace(C*H1*C’));

% поиск минимума

res_trace = [];

res_i = [];

res_j=[];

for i=1:1:50

for j=1:1:50

HH = subs(H1,{alpha,gamma},{i,j});

G1 = det(HH (1:1, 1:1));

G2 = det(HH (1:2, 1:2));

G3 = det(HH (1:3, 1:3));

G4 = det(HH);

% проверка условия положительной определенности матрицы

if G1>0 && G2>0 && G3>0 && G4>0

Y = -j*B’;

K = Y*inv(subs(H1,{alpha,gamma},{i,j}))

Acl= A+B*K;

sch=eig(Acl);

sch_pos=real(sch)<0;

if sch_pos ==1

res_trace(end+1) = subs(Fi,{alpha,gamma},{i,j});

res_i(end+1) = i;

res_j(end+1) = j;
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end

end

end

end

4. Пример реализации алгоритма. В качестве примера для проведения мо-
делирования было выбрано конкретное морское судно. Для него по предложенному
алгоритму были найдены коэффициенты закона управления и проведено тестирова-
ние в различных ситуациях.

На рис. 1 приведено, как изменяется координата курса судна в процессе поворота
его на 10◦ при воздействии недетерминированного внешнего возмущения, представ-
ленного на рис. 2. На рис. 3 сплошной линией изображен график изменения рулей,
а пунктирными — технические ограничения на рули. Для данного судна отклонение
рулей не может быть выше 30◦. Из рис. 1–3 видно, что полученное управление прак-

Рис. 1. Изменение курса

Рис. 2. Внешнее возмущение

Рис. 3. Изменение рулей
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тически полностью компенсирует внешнее воздействие, не доводя рули до упоров, а
курс практически все время остается на требуемом значении 10◦. Время переходного
процесса составляет 40 с, что является хорошим результатом для такого класса судов.
Из рис. 4 и 5 видно, что при повороте на 20◦ время и качество переходного процесса
остаются на том же уровне, что и при повороте на 10◦. При этом максимальное уста-
новившееся значение отклонения рулей после совершения маневра составляет 6◦, что
также является хорошим показателем.

Рис. 4. Изменение курса

Рис. 5. Изменение рулей

5. Заключение. Таким образом, в статье сформирован алгоритм вычисле-
ния коэффициентов автоматического управления, обеспечивающий минимум размера
множества реакций на недетерминированные внешние воздействия, ограниченные по
норме, и необходимое расположение корней характеристического полинома системы,
замкнутой таким управлением. Указанный алгоритм реализован в MATLAB и про-
тестирован на примере конкретного морского судна. По результатам моделирования
сделан вывод о приемлемом качестве работы описанного алгоритма.
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One of the most important tasks of the automatic motion control system in real operating
conditions is to compensate for the influence of disturbances acting on the object, taking into
account the peculiarities of its dynamics. This article presents a method for calculating the
coefficients of automatic control, which provides a minimum of the size of the set of reactions
to non-deterministic external influences, limited by the norm, and the necessary location of
the roots of the characteristic polynomial of a system closed by such control. The specified
algorithm is implemented in MATLAB and tested on the example of a specific marine vessel.
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Based on the simulation results, a conclusion is made about the acceptable quality of the
generated algorithm.
Keywords: control, computer simulation, perturbation.
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