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Численно и аналитически исследуются нелинейные явления, индуцированные локаль-
ными и глобальными бифуркациями в системе управления с широтно-импульсной мо-
дуляцией первого рода. Показано, что переход от регулярных колебаний к хаотическим
при вариации параметров происходит через последовательность классической супер-
критической бифуркации удвоения периода и бифуркаций «граничного столкновения»
(“border collision”). В области хаотической динамики наблюдается бифуркация слия-
ния (“merging bifurcation”) циклов хаотических интервалов (cycles of chaotic intervals),
которая связана с гомоклинической бифуркацией неустойчивых периодических орбит.
Такая бифуркация относится к кризисам хаотических аттракторов. В момент бифурка-
ции неустойчивая периодическая орбита сталкивается с некоторыми из границ хаоти-
ческого аттрактора, становясь гомоклинической. Найдены уравнения бифуркационных
границ в форме явной зависимости от параметров. На плоскости управляющих пара-
метров построены области устойчивости периодических режимов и области существо-
вания четырех-, двух- и однополосных хаотических аттракторов.
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1. Введение. Рассмотрим дискретную модель системы управления с широтно-
импульсной модуляцией первого рода, заданную кусочно-гладким бимодальным отоб-
ражением F : I → R, I ⊆ R, вида [1–5]

F : x 7→ F (x), (1)

F (x) =


FL(x) = eλ(x− 1) + 1, x ⩽ q

2α− 1

2α
,

FM(x) = eλ(x− 1) + eλ(1−z(x)), q
2α− 1

2α
< x < q,

FR(x) = eλx, x ⩾ q,

z(x) =
2α

q
(q − x).

Описание (1) можно найти в [1, 4]. Пример физической системы, математическая
модель которой представляется отображением вида (1), приведен в Приложении.

Переменная x в (1) — выход системы; λ (λ < 0) — величина, по модулю об-
ратно пропорциональная постоянной времени непрерывной части системы управле-
ния [1, 2, 4]; разность q−x есть входной сигнал модулятора, где q — задающий сигнал;
α — коэффициент усиления (см. [1, 4, 5], а также Приложение). Все переменные и па-
раметры в (1) нормированы.

Отображение (1) в зависимости от параметров может быть обратимым или необ-
ратимым. В статье рассматривается случай, когда (1) необратимое (см. [1, 4]).

Кусочно-гладкие отображения вида (1) возникают во многих приложениях со-
временной теории динамических систем, например в силовой электронике и тео-
рии управления, механике, а также в биологии, медицине, экономике и социальных
науках [5–7]. Такие отображения демонстрируют широкий круг нелинейных явле-
ний [5–19], индуцированных как классическими, так и специальными типами би-
фуркаций, получившими название бифуркаций «граничного столкновения» (“border
collision”) [20] (для отображений) или «C-бифуркаций» (для векторных полей) [21–
23], не имеющих аналогов в гладких системах [24].

Кусочно-гладкие отображения «сшиваются» из отдельных гладких функций, об-
ласти определения которых разделены так называемыми многообразиями переклю-
чения. При вариации параметров инвариантное множество, например неподвижная
или периодическая точка, сталкивается с одним из многообразий переключения. Это
вызывает необычные нелинейные явления, такие как непрерывный переход от одного
типа периодического движения к другому (“persistence border collision”). Возможны
и более сложные переходы, в частности «умножение» периода колебаний, рождение
из неподвижной точки квазипериодических или хаотических колебаний [5–19, 22].

Другой тип нелинейных явлений — кризисы хаотических аттракторов, свя-
занные с гомоклиническими бифуркациями неустойчивых периодических орбит.
К ним относятся так называемые бифуркации «слияния» (“merging”), «расширения»
(“expansion”) и «окончательная» (“final”) [8–17]. Это нелокальные бифуркации, извест-
ные, как “merging crisis”, “interior crisis” и “boundary crisis” [25]. Кризисы проявляются
также во внезапном (“interior crisis”) или плавном (“merging crisis”) изменении разме-
ров хаотических аттракторов при непрерывном изменении параметров [8–17].
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Этот класс нелокальных бифуркаций в импульсных системах остается мало изу-
ченным. В представленной работе численно и аналитически исследуются бифуркации
хаотических аттракторов в бимодальном кусочно-гладком непрерывном отображе-
нии, описывающем поведение системы управления с широтно-импульсной модуля-
цией первого рода.

Показано, что переход от регулярных колебаний к хаотическим при вариации па-
раметров происходит через последовательность классической суперкритической би-
фуркации удвоения периода и бифуркаций «граничного столкновения». В области
нерегулярной динамики наблюдаются бифуркации слияния циклов хаотических ин-
тервалов (“сycles of chaotic intervals”) [8, 26]. Установлено, что границы хаотических
аттракторов (циклов хаотических интервалов) определяются одной из критических
точек и ее образами [8].

Если отображение кусочно-гладкое, то роль прообраза критической точки играет
многообразие переключения, где отображение недифференцируемо [27]. Результаты,
относящиеся к определению границ хаотических аттракторов, базируются на поня-
тии критической кривой, впервые введенном К. Мира для двумерных эндоморфизмов
(см., например, [27]), которое является обобщением понятия критической точки одно-
мерных гладких необратимых отображений. Определение критической точки дается
в п. 2.

В момент бифуркации неустойчивая периодическая орбита сталкивается с неко-
торыми из границ, становясь гомоклинической. Найдены уравнения бифуркацион-
ных границ в форме явной зависимости от параметров. На плоскости управляющих
параметров построены области устойчивости периодических режимов и области су-
ществования четырех-, двух- и однополосных хаотических аттракторов.

2. Некоторые свойства отображения и предварительные понятия. Каж-
дая из функций FL(x), FM(x), FR(x) в (1) монотонна в своей области определения:
FL(x), FR(x) — линейно возрастающие, а FM(x) — монотонно убывающая. Точки
x = cL и x = cR являются границами областей определения функций FL(x), FM(x) и
FR(x) [8], которые называются многообразиями переключения (“switching manifold”),
где F (x) недифференцируема [7, 8] (рис. 1).

Введем некоторые предварительные понятия и определения теории негладких
непрерывных одномерных отображений (подробности можно найти в [8], см. также
цитируемую там литературу). Перепишем (1) в виде xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, ... .

Точка x1, в которую отображается x0 за одну итерацию x1 = F (x0), называется
образом ранга один точки x0 ∈ I, I ⊆ R.

Любая точка x0, такая, что F (x0) = x1, называется прообразом ранга один точки
x1 или x1 = F−1(x0), где F−1(x) — обратная функция. Образы и прообразы ранга k
точки x0: F k(x0) = F ◦F ◦ . . .◦F (x0) и F−k(x0) = F−1 ◦F−1 ◦ . . .◦F−1(x0), k = 1, 2, ...
(см. [27]).

Если

Fm(x0)− x0 = 0

при некотором m > 0, то x0 — периодическая точка. Заметим, что если x0 есть m-пе-
риодическая точка, то она является km-периодической для любого положительного
целого k. Поэтому под m понимается наименьший период [24]. Таким образом, если
m — наименьшее положительное целое число, обладающее таким свойством, то m
называют периодом цикла.
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Рис. 1. График функции F (x)

cL, cR — многообразия переключения.

Пусть x0 — периодическая точка. Тогда

Om(x0) = {x0 ∈ I : x0, F
k(x0), k = 1, 2, ..., m− 1},

Fm(x0) = x0, F
k(x0) 6= x0

называется периодической орбитой периода m или m-циклом. Если m = 1, т. е.

F (x0)− x0 = 0,

то x0 есть неподвижная точка или 1-цикл [24, 28].
Локальная устойчивость гиперболического m-цикла определяется мультиплика-

тором ρ(Om) [24, 28]. Цикл периода m локально (линейно) устойчив, если [24, 28]

ρ(Om) =

∣∣∣∣∣
m−1∏
k=0

F ′(xk)

∣∣∣∣∣ < 1, xk = F k(x0),

где xk — периодические точки.

Функция F (x) имеет два локальных экстремума в точках x = cL = q
2α− 1

2α
и x =

cR = q (рис. 1), которые называются многообразия переключения. Образы ранга один
c0 = FL(cL), c1 = FR(cR) точек cL и cR называются критическими точками [27].

Существуют несколько определений критической точки. Согласно наиболее рас-
пространенному определению, критическая точка непрерывной функции есть внут-
ренняя точка области ее определения, в которой первая производная либо равна нулю,
либо не определена. Это определение включает в себя точки локальных экстремумов,
точки перегиба и точки недифференцируемости функции.

Другое определение критической точки в смысле Жюлиа и Фату дается следую-
щим образом: «Критическая точка c0 непрерывной функции F (x) есть точка, для
которой c0 = F (cB) и F−1(c0) ⊇ cB. Здесь cB — точка локального экстремума F (x)».
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Таким образом, критическая точка есть значение функции в точке локального
экстремума. Кроме того, точки перегиба, а также точки «излома», которые не связа-
ны с экстремумом, исключаются из рассмотрения. Авторы статьи придерживаются
второго определения.

Интервал J называется поглощающим [8], если:
а) F (J) ⊆ J . Это означает, что J либо инвариантен F (J) = J , или F (J) ⊆ J ;
б) существует окрестность U ⊂ J такая, что для любого x ∈ U существует ко-

нечное целое число k > 0, так что F k(x) ∈ J ;
в) интервал J ограничен двумя разными критическими точками или критической

точкой и ее образом (см. рис. 4).
Одно из наиболее распространенных определений хаоса дано, например, авто-

ром [28] (см. также [8]).
Непрерывное отображение F : I → I, I ⊆ R, называется хаотическим на замкну-

том инвариантном множестве D ⊆ I, если:
1) F топологически транзитивно;
2) периодические точки F плотны в D;
3) F чувствительно к начальным условиям.
Хаотический аттрактор — это притягивающее множество D, на котором F хао-

тично [8]. Пояснение определения дано в [8] (см. также цитируемую там литературу).
Пусть хаотический аттрактор A состоит из m > 1 непересекающихся полос (ин-

тервалов) Bi, i = 0, 1, ...,m− 1, тогда A является циклическим [29, 30], если

Bi+1 = F (Bi), i = 0, 1, ....,m− 1, B0 = F (Bm−1)

(см. рис. 5).
Пусть A — многополосный хаотический аттрактор (“multi-band chaotic attrac-

tor” [29, 30]) непрерывного отображения. Тогда A цикличен [30].
Для описания m-цикла, следуя [8], будем использовать три символа: L, M и R

(“left”, “middle”, “right”). Тогда периодическая орбита описывается последовательно-
стью

σ0σ1σ2 · · ·σm−1. (2)

B (2) для каждого 0 ⩽ i ⩽ m− 1 нахoдится [8] символ σi, i = 0, 1, 2, ...,m− 1:

σi =


L, xi < cL,

M, cL < xi < cR,

R, xi > cR.

В кусочно-гладких системах возможны разные типы периодических орбит с оди-
наковым периодом. Для описания m-цикла конкретного типа далее будем применять
обозначение Oσ0σ1σ2 ···σm−1

.
В исследованиях были выбраны следующие значения параметров: λ = −0.2, 0.7 <

q < 1.0, 3.0 < α < 8.7.
3. Бифуркационный анализ. На рис. 2 приведена двупараметрическая би-

фуркационная диаграмма, рассчитанная на плоскости параметров (α, q), а на рис. 3
дана однопараметрическая бифуркационная диаграмма для сечения q = 0.8, обозна-
ченного буквой A на рис. 2.

Область Π1 слева ограничена линией классической бифуркации удвоения пе-
риода. При переходе через границу области Π1 возникает устойчивый 2-цикл, а не-
подвижная точка (1-цикл) продолжает существовать, но становится неустойчивой
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Рис. 2. Двупараметрическая бифуркационная диаграмма
Π1, Π2, Π3, Π4, Π6 — области устойчивости 1-, 2-, 3-, 4-, 6-циклов; Π∞

1 , Π∞
2 , Π∞

4 — области
существования одно-, двух-, четырехполосных хаотических аттракторов.

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма для q = 0.8 (сечение A на рис. 2),
α2

M и α1
M — точки «бифуркации слияния» (“merging”)

с отрицательным мультипликатором. Как показано в [4], устойчивый 2-цикл, возни-
кающий из неподвижной точки через классическую суперкритическую бифуркацию
удвоения периода, претерпевает бифуркацию граничного столкновения, когда одна

из периодических точек сталкивается с границей cL = q

(
1− 1

2α

)
(рис. 4, a). В ре-

зультате этой бифуркации 2-цикл меняет тип: устойчивый 2-цикл с символической ха-
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Рис. 4. Увеличенный фрагмент бифуркационной диаграммы (a, б ) и возникновение
четырехполосного хаотического аттрактора в точке α2

BCB (в)

Рис. 5. Границы многополосного хаотического аттрактора (q = 0.8602151 (а))
и определение циклов хаотических интервалов: B1 = F (B0), B2 = F (B1), B3 = F (B2),

B0 = F (B3) (б )

рактеристикой M2 переходит в устойчивый 2-цикл с символической характеристикой
LM. Такой переход называется бифуркацией простого изменения типа периодическо-
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Рис. 6. Хаотические аттракторы
а — четырехполосный хаотический аттрактор; б — переход от четырехполосного

хаотического аттрактора в двухполосный в точке α2
M; в — переход от двухполосного

хаотического аттрактора в однополосный в точке α1
M

го решения [23] или “border collision persistence” [7] (рис. 4, а). Такую периодическую
орбиту в соответствии с символической характеристикой, введенной ранее, обозначим
через OLM.

При дальнейшем изменении α устойчивый 2-цикл OLM претерпевает класси-
ческую бифуркацию удвоения периода. На рис. 4, б показан увеличенный фрагмент
бифуркационной диаграммы, иллюстрирующий этот переход. При переходе через би-
фуркационное значение параметра цикл периода 2 становится неустойчивым с отри-
цательным мультипликатором и мягко рождается устойчивый 4-цикл.

Далее в точке α2
BCB устойчивый 4-цикл претерпевает бифуркацию «гранично-

го столкновения», при которой возникает четырехполосный хаотический аттрактор
(рис. 4, в), а 4-цикл становится неустойчивым [5–7, 22, 23]. Таким образом, область
устойчивости 4-цикла на плоскости параметров (α, q) слева ограничена линией клас-
сической бифуркации удвоения периода, а справа — линией бифуркации «граничного
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столкновения», приводящей к рождению четырехполосного хаотического аттракто-
ра. Как можно видеть из рис. 2 и 4, б, область устойчивости 4-цикла на плоскости
параметров (α, q) очень узкая.

В точке (см. рис. 3) α = α2
M четырехполосный хаотический аттрактор переходит

в двухполосный через так называемую бифуркацию «слияния» (“merging”), связан-
ную с гомоклинической бифуркацией неустойчивого 2-цикла OLM с отрицательным
мультипликатором.

Границы четырехполосного хаотического аттрактора образованы c0 = FL(cL) =
eλ (q − 0.5q/α− 1)+1 и ее образами c1 = FR(c0), c2 = FL(c1), c3 = FM(c2), c4 = FL(c3),
c5 = FM(c4), c6 = FL(c5), c7 = FM(c6) (см. рис. 3 и 5, а).

На рис. 5, а серым цветом обознечены границы хаотического аттрактора, обра-
зованные критической точкой c0 = FL(cL) и ее образами ci+1 = F (ci), i = 0, 1, ..., 6.
Рисунок 5, б иллюстрирует четырехполосный хаотический аттрактор:

B1 = F (B0), B2 = F (B1),

B3 = F (B2), B0 = F (B3)

(см. определение).
Здесь (см. рис. 5, б и 6, a)

B0 = [c7, c3] , B1 = [c4, c0] , B2 = [c1, c5] , B3 = [c2, c6] .

В точке α2
M неустойчивый 2-цикл с отрицательным мультипликатором OLM

(см. рис. 3) сталкивается с c4, c6 и c5, c7, что приводит к рождению гомоклиниче-
ской орбиты, которая является критической в момент бифуркации. Это означает,
что неустойчивый 2-цикл OLM претерпевает гомоклиническую бифуркацию (см.
рис. 6, б ).

Бифуркационное значение параметра можно найти из условия, когда образы кри-
тической точки c0 = FL(cL) сливаются в точке бифуркации. На рис. 3 хорошо видно,
что, действуя таким образом, мы решаем любое из двух уравнений:

c4 = c6, c5 = c7, (3)

где

c4 = FL ◦ FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL(cL),

c5 = FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL(cL),

c6 = FL ◦ FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL(cL),

c7 = FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL(cL).

Очевидно, что уравнения (3) приводят к одному и тому же результату, причем первое
уравнение из них самое простое, поскольку оно включает образы критической точки
c0 самого низкого ранга. Из первого уравнения (3) получаем, что

Γ2 = {(α, q) : θ(α, q) = 0}. (4)

Здесь

θ(α, q) = e2λ · (η(α, q)− 1) +

+ eλ µ(α,q) + (e4λ − e3λ) · (q − 0.5q/α− 1) + eλ · (1− η(α, q)) + 1,
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где

η(α, q) = eλ(1−eλ)·(1−α2+2α/q),

µ(α, q) = 1− 2
q − 1

q
· α+ e3λ

(
2α

q
· q − 1− 2α

q

)
+

2α

q
· eλ · (η(α, q)− 1).

При дальнейшем увеличении параметра двухполосный хаотический аттрактор
переходит в однополосный (см. рис. 3 и 6, б, в), когда в точке α2

M полосы хаоти-
ческого аттрактора, определяемые c2 и c3, сливаются, сталкиваясь с неподвижной
точкой OM.

В бифуркационном значении параметра α = α1
M неустойчивая неподвижная точ-

ка с отрицательным мультипликатором сталкивается с c2 и c3, что приводит к рож-
дению гомоклинической орбиты, которая является критической при α = α1

M. Го-
моклиническая орбита, показанная на рис. 6, б, включает все образы и прообразы
неподвижной точки.

Бифуркационное значение параметра можно найти, решив уравнение

c2 = c3, c2 = FL ◦ FM ◦ FL(cL), c3 = FM ◦ FL ◦ FM ◦ FL(cL),

что дает границу Γ1:

Γ1 = {(α, q) : ξ(α, q) = 0}, (5)

ξ(α, q) = e
2λ·α
q ·(1−q−eλ+ϑ(α,q))+λ − (1− eλ) · (1 + ϑ(α, q))− e2λ,

ϑ(α, q) =
2α(q − 1)− q

2α
· e3λ + eλ(1−eλ)·(1−2α+2α/q)+λ.

Границы Γ1, Γ2 (см. (4) и (5)) рассчитывались численно. Результаты этих расчетов
представлены на рис. 2. Как отмечалось ранее, область Π∞

4 слева ограничена линией
бифуркации «граничного столкновения» для устойчивого 4-цикла.

4. Заключение. В данной статье представлены результаты бифуркационного
анализа системы управления с широтно-импульсной модуляцией первого рода. Пока-
зано, что переход от регулярных колебаний к хаотическим происходит через последо-
вательность классической бифуркации удвоения периода и бифуркаций «граничного
столкновения».

В области нерегулярной динамики наблюдаются бифуркации слияния циклов
хаотических интервалов. Как известно, такие бифуркации связаны с гомоклиниче-
ской бифуркацией неустойчивых периодических орбит. Показано, что границы хао-
тических аттракторов определяются одной из критических точек и ее образами. В мо-
мент бифуркации неустойчивый цикл с отрицательным мультипликатором сталки-
вается с некоторыми границами хаотического аттрактора. Найдены уравнения би-
фуркационных границ в форме явной зависимости от параметров.

На плоскости параметров построены области устойчивости периодических режи-
мов и области существования четырех-, двух- и однополосных хаотических аттрак-
торов.

Пр ил о же н и е. Описание математической модели. Рассмотрим им-
пульсную систему, структурная схема которой изображена на рис. 7. Состояние такой
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системы описывается дифференциальным уравнением [1–3]

ẋ = λ(x− S), λ = − 1

T0
, S =

{
1, φk > θ(t),

0, φk ⩽ θ(t),
(6)

φk = φ(t)|t=⌊t⌋ − θ(t), φ(t) = q − x(t), btc = k, θ(t) =
2q

α
(t− btc), k = 0, 1, 2, ... ,

где t — время; x ∈ R — выход системы; ẋ – производная x по t; φ, S — сигналы на
входе и выходе модулятора (PWM); T0 — постоянная времени объекта; θ(t) — вынуж-
дающее воздействие, представляющее периодическую последовательность импульсов
пилообразной формы с периодом 1: θ(t + 1) ≡ θ(t); btc = k, k = 0, 1, 2, ... — дис-
кретное время (b·c — функция, выделяющая целую часть аргумента); q — задающий
сигнал; α — коэффициент усиления. Модулятор осуществляет широтно-импульсную
модуляцию первого рода (ШИМ-1). Несложно доказать, что при ШИМ-1 не может
быть скользящих режимов. Конкретным примером системы, описываемой уравне-

Рис. 7. Cтруктурная схема системы управления

нием (6), является преобразователь постоянного напряжения. Функциональная схема
преобразователя приведена на рис. 8. Здесь V T — силовой транзистор, работающий
в ключевом режиме, V D — обратный диод, CS — датчик тока нагрузки (“Load”),
DA1 — компаратор, S/H — устройства выборки-хранения, DA2 — усилитель сигнала
ошибки.

Такие преобразователи широко применяются в различных областях промыш-
ленности, например в автономных фотоэлектрических установках преобразования
солнечной энергии, промышленных электроприводах и электроприводах электриче-
ского транспорта, мобильных робототехнических системах, системах бесперебойного
питания и энергообеспечения вычислительной техники, медицинского оборудования
и охранных систем [31, 32].

Уравнение движения преобразователя (рис. 8) имеет вид

L
di

dt̄
= −R · i+ E0 · S, S =

{
1, ζk > Vramp(t̄),

0, ζk ⩽ Vramp(t̄),
ζk = ζ(t̄)|t̄=a⌊t̄/a⌋ − Vramp(t̄),

где ζ(t̄) = Vref − Vcs; Vcs = β i; Vramp(t̄) =
V0

α
(t̄/a− bt̄/ac); bt̄/ac = k, k = 0, 1, 2, ... .

После приведения к безразмерному виду получим уравнение (6), в котором

x =
Ri

E0
, t = t̄/a, q =

Vref

V0
P, P =

RV0

βE0
,
( q

P
= 2
)
, λ = −R · a

L
.

Здесь E0 — напряжение питания; Vref — задающий сигнал; Vramp(t̄) — пилообразное
напряжение, где V0 — опорный сигнал, a — период модуляции; Vcs = β i — выход-
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Рис. 8. Преобразователь постоянного напряжения

ной сигнал датчика тока SC с β — чувствительностью CS; L, R — индуктивность
и сопротивление нагрузки (“Load”); t̄ — время.

На рис. 9 изображены зависимости колебательных режимов от коэффициента
усиления α.

Рис. 9. Периодические режимы с периодами 1 (а), 2 (б ) и хаотические колебания (в)

Динамическая система (6) сводится к негладкому непрерывному отображению.
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В пределах интервала k < t < k + 1 имеем, что

KF =

{
1, k < t < tk,

0, tk < t < k + 1,

где tk — момент переключения модулятора, равный

tk =


k, q − xk ⩽ 0,

k + 1, q − xk ⩾ q

2α
,

2α(q − xk)

q
+ k, 0 < q − xk <

q

2α
.

В k < t < tk сигнал на выходе модулятора S = 1, и уравнение (6) принимает вид

ẋ = λ (x− 1) .

Запишем его решение с условием x(k) = xk:

x(t) = 1 + eλ(t−k)(xk − 1).

Отсюда для t = tk получаем, что

x(tk) = 1 + eλ(tk−k)(xk − 1).

В интервале tk < t < k+1 сигнал S = 0, и уравнение (6) представим следующим
образом:

ẋ = λx, x(tk) = 1 + eλ(tk−k)(xk − 1),

решение которого

x(t) = eλ(t−k)(xk − 1) + eλ(t−tk).

Для момента времени t = k + 1 находим, что

xk+1 = eλ(xk − 1) + eλ(k+1−tk).

Введем обозначение zk = tk − k, где zk — длительность импульса (коэффициент
заполнения).

Окончательно отображение принимает вид

xk+1 = eλ(xk − 1) + eλ(1−zk) ≡ F (xk), k = 0, 1, 2, ...., (7)

где

zk =


0, xk ⩾ q,

1, xk ⩽ q − q

2α
,

2α(q − xk)

q
, q − q

2α
< xk < q.

Отображение (7) можно переписать в виде (1).
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This paper discusses bifurcational phenomena in a control system with pulse-width modula-
tion of the first kind. We show that the transition from a regular dynamics to chaos occurs
in a sequence of classical supercritical period doubling and border collision bifurcations. As
a parameter is varied, one can observe a cascade of doubling of the cyclic chaotic intervals,
which are associated with homoclinic bifurcations of unstable periodic orbits. Such transition
are also refereed as merging bifurcation (known also as merging crisis). At the bifurcation
point, the unstable periodic orbit collides with some of the boundaries of a chaotic attractor
and as a result, the periodic orbit becomes a homoclinic. This condition we use for obtain
equations for bifurcation boundaries in the form of an explicit dependence on the parame-
ters. This allow us to determine the regions of stability for periodic orbits and domains of
the existence of four-, two- and one-band chaotic attractors in the parameter plane.
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