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Предложена система алгоритмов для составления математической модели физических
систем, структура которых задана с помощью графов большой сложности. Приведен-
ные алгоритмы могут быть использованы не только для разработки новых систем, но
и для диагностики рабочего оборудования и поиска неисправностей. Полученная ма-
тематическая модель системы, представленная в виде системы уравнений, позволяет
получить единственное решение. Работа алгоритмов проиллюстрирована на примере
механической системы, однако результаты работы могут быть распространены на си-
стемы другой природы с помощью электромеханических или электроэкономических
аналогий.
Ключевые слова: граф, связность графа, базисный цикл.

1. Введение. Теория графов является мощным инструментом исследования си-
стем [1–6]. Ее методы широко применяются в ряде прикладных дисциплин. Особо
следует отметить высокую эффективность этих методов при выборе рациональных
алгоритмов расчета сложных физических систем: не только электрических, механи-
ческих, но также гидравлических, акустических, термодинамических и др.

Однако эффективность реализации методов теории графов колеблется в широ-
ких пределах, а исследователи до сих пор заняты поисками более совершенных ал-
горитмов. По сути дела, использование теории графов, например, для разработки
и анализа электрических цепей ограничивается очень простыми системами и выпол-
няется вручную.

Под простой системой мы понимаем систему, граф которой является, во-первых,
планарным и, во-вторых, может быть построен и преобразован вручную и проконтро-
лирован визуально. По полученной нами оценке к простым системам можно отнести
такие, граф которых содержит не более 100 вершин.

Цель работы — разработка алгоритмов, позволяющих составлять математиче-
ские модели физических систем, структура которых задана с помощью графов боль-
шой сложности. Проблемы и работа алгоритмов, реализующих методы теории гра-
фов, иллюстрируются на примере механической системы.

2. Алгоритм преобразования системы уравнений базисных циклов. Ос-
новой для составления математической модели физической системы, структура ко-
торой задана с помощью графа, служат системы уравнений базисных циклов (УБЦ)
и уравнений разрезающих множеств (УРМ). Система уравнений второго закона
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Кирхгофа для базисных циклов графа физически реализуемой системы образует пол-
ную систему независимых уравнений относительно параллельных переменных [5, 6]:

r∑
j=1

ckjyj = 0, k = 1, 2, ..., c,

где ckk = +1, а если j 6= k, то: 1) ckj = +1 в том случае, когда j-я ветвь входит
в состав k-го базисного цикла и ориентирована согласно k-й хорде; 2) ckj = −1 в том
случае, когда j-я ветвь входит в состав k-го базисного цикла и ориентирована проти-
воположно k-й хорде; 3) ckj = 0 в том случае, когда j-я ветвь не входит в базисный
цикл k-й хорды; r — число дуг графа; c — число хорд графа.

Для составления системы УБЦ все дуги должны иметь определенный индекс.
Причем первые индексы приписываются ветвям, а последующие — хордам.

Система УБЦ может быть записана в матричной форме

CY = 0, или
[
Cb Ec

] [Yb

Yc

]
= 0, (1)

здесь матрица коэффициентов C (базисная цикломатическая матрица) представле-
на как блок Cc×r = [CbEc]; матрица-блок Cb = [ckj ]c×b содержит коэффициенты,
соответствующие ветвям; Ec — единичная c× c-матрица; вектор параллельных пере-

менных состоит из параллельных переменных ветвей и хорд: Y = [yj ]r×1, Y =

[
Yb

Yc

]
,

Yb — вектор параллельных переменных ветвей, Yc — вектор параллельных перемен-
ных хорд, b — число ветвей дерева графа.

Граф задан совокупностью вершин и ребер с помощью матрицы инцидентности
(или смежности), а математическая модель представляет собой систему уравнений.
Поэтому необходимо по графу составить систему уравнений.

Рис. 1. Граф электрической системы

Базисная цикломатическая матрица составляется по структуре базисных циклов
[7]. Так, для графа, представленного на рис. 1, базисная цикломатическая матрица
имеет вид

C =

 +1 0 –1 0 +1 0 0
+1 –1 0 +1 0 +1 0

0 +1 –1 0 0 0 +1

, Cb =

 +1 0 –1 0
+1 –1 0 +1

0 +1 –1 0

.
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Проблема системы уравнений (1) состоит в том, что число переменных, равное числу
дуг, превышает число уравнений, равное числу хорд. Таким образом, решение УБЦ
не может быть единственным. Указанная проблема решается с помощью теоремы,
утверждающей, что среди параллельных переменных независимыми являются только
параллельные переменные ветвей, и

Y = DTYb, (2)

где D — базисная матрица разрезающих множеств:

DT =

[
Eb

DT
c

]
, DT

c = −Cb.

И тогда преобразованная система УБЦ имеет вид

[
Cb Ec

] [ Eb

−Cb

]
Yb = 0.

Для рассматриваемого примера получаем систему уравнений

 +1 0 –1 0 +1 0 0
+1 –1 0 +1 0 +1 0

0 +1 –1 0 0 0 +1

×



+1 0 0 0
0 +1 0 0
0 0 +1 0
0 0 0 +1

–1 0 +1 –1
–1 +1 0 –1
0 –1 +1 0


Yb = 0.

Проблема полученной системы уравнений состоит в том, что число переменных,
равное числу ветвей, не совпадает с числом уравнений, равных числу хорд, в пред-
ставленном примере число переменных равно 4, а число уравнений равно 3.

Система УРМ по первому закону Кирхгофа физически реализуемой системы
образует полную систему независимых уравнений относительно последовательных
переменных [5, 6]:

DX = 0, или
[
Eb Dc

] [Xb

Xc

]
= 0, (3)

в которой матрица коэффициентов D (базисная матрица разрезающих множеств)
представлена как блок Db×r = [EbDc]; матрица-блок Dc = [dij ]b×c содержит коэф-
фициенты, соответствующие ветвям, а Eb – единичная b × b-матрица; вектор после-
довательных переменных состоит из последовательных переменных ветвей и хорд:

X = [xj ]r×1, X =

[
Xb

Xc

]
, Xb — вектор последовательных переменных ветвей, Xc —

вектор последовательных переменных хорд, b — число ветвей дерева графа.
Если определена матрица C, то матрица D получается из соотношения DCT = 0:

D =
[
Eb Dc

]
, Dc = −CT

b .
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Проблема системы уравнений (3) состоит в том, что число переменных, равное
числу дуг, превышает число уравнений, равное числу ветвей, и решение УРМ не мо-
жет быть единственным. Указанная проблема решается с помощью теоремы, утвер-
ждающей, что среди последовательных переменных независимыми являются только
последовательные переменные хорд, и

X = CTXc,

где C — базисная цикломатическая матрица

CT =

[
CT

b

Ec

]
, CT

b = −Dc.

И тогда преобразованная система УРМ имеет вид

[
Eb Dc

] [CT
b

Ec

]
Xc = 0. (4)

Проблема системы уравнений (4) состоит в том, что число переменных, равное
числу хорд, не совпадает с числом уравнений, равным числу ветвей.

3. Алгоритм составления уравнений физической системы с помощью
графов. Для вывода уравнений физических систем используют так называемые ко-
дированные орграфы [6].

Если графы строятся путем замены двухполюсников ребрами, то кодирование
представляет собой обратный процесс, реставрацию той физической системы, кото-
рую определяет граф. Кодом j-го ребра (или j-й дуги) называют приписываемое
этому ребру (дуге) выражение, связывающее j-ю последовательную и j-ю параллель-
ную переменные. Если коды выражают зависимости последовательных переменных
от параллельных, то совокупность всех таких соотношений может быть записана сле-
дующим образом:

X = MY (5)

или

Y = NX,

здесь X, Y — векторы всех последовательных и параллельных переменных; M и N —
диагональные матрицы для систем, образованных двухполюсниками, M = N−1.

Для электрических систем N — матрица сопротивлений (импедансов), M — мат-
рица проводимостей (адмитансов).

Среди параллельных переменных независимыми являются параллельные пере-
менные ветвей, поэтому уравнения для параллельных переменных, составленные
с привлечением графов, называют уравнениями ветвей. Получая уравнения с по-
мощью графов, используют свойства матриц коэффициентов УБЦ и УРМ, что поз-
воляет упростить процесс вывода, алгоритмизировать его и довести до автоматизма.
Если исходить из предположения, что система образована лишь пассивными двухпо-
люсниками, то все дуги графа имеют коды.

Запишем определяемые исходным орграфом УРМ:
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DX = 0 или
[
Eb Dc

] [Xb

Xc

]
= 0.

Вектор последовательных переменных посредством зависимости (5) выразим че-
рез вектор параллельных переменных:

[
Eb Dc

]
M

[
Yb

Yc

]
= 0.

Теперь применим формулу (2), позволяющую параллельные переменные всех дуг
выразить через параллельные переменные только ветвей:

[
Eb Dc

]
M

[
Eb

DT
c

]
Yb = 0 (6)

или
DMDTYb = 0.

Выражение (6) и представляет совокупность уравнений в форме уравнений ветвей.
Обращаясь к методу составления уравнений относительно последовательных пе-

ременных с помощью графов, используем описанные правила составления уравнений
относительно параллельных переменных.

Уравнения для последовательных переменных, полученные c помощью орграфов
систем, называются уравнениями хорд. Исходными для них служат УБЦ:

[
Cb Ec

] [Yb

Yc

]
= 0.

И с учетом кодирования (при отсутствии источников переменных) имеем, что

[
Cb Ec

]
N

[
Xb

Xc

]
= 0.

Принимая во внимание, что независимыми последовательными являются последова-
тельные переменные хорд, аналогично системе уравнений (6) получаем уравнения

[
Cb Ec

]
N

[
CT

b

Ec

]
Xc = CNCTXc = 0. (7)

Если система содержит активные двухполюсники — источники параллельных
и последовательных переменных (которые кодов не имеют), то вывод уравнений не
усложняется существенно. Следует только условиться источники параллельных пе-
ременных (напряжений, скоростей) включать в число первых ветвей, а источники
последовательных переменных (токов, сил) — в число последних хорд. Тогда описан-
ные выше операции осуществляются над усеченными матрицами D и C, получен-
ными отделением соответствующих первых и последних ее столбцов, а отделенные
столбцы умножаются на функции, определяющие законы изменения параллельных
и последовательных переменных, генерируемых источниками.
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Так, система УРМ преобразуется к виду

[
Db1Db2Dc1Dc2

]

Xb1

Xb2

Xc1

Xc2

 = 0, Db1Xb1 +Db2Xb2 +Dc1Xc1 +Dc2Xc2 = 0,

Db1Xb1 +
[
Db2Dc1

] [Xb2

Xc1

]
+Dc2Xc2 = 0, Db1Xb1 +D′

[
Xb2

Xc1

]
+Dc2Xc2 = 0,

где размерности матриц: Db1 — b× n||, Db2 — b× (b− n||), Dc1 — c× (c− n_), Dc2 —
c × n_, n|| — число источников параллельных переменных, n_ — число источников
последовательных переменных. Для примера рассмотрим систему, изображенную на
рис. 2.

Рис. 2. Механическая насосная система

В состав системы входит платформа, способная перемещаться по вертикали,
скользя в направляющих. Перемещение платформы сопровождается деформацией
упругого основания, массой которого можно пренебречь, и сопротивлением, пропор-
циональным скорости перемещения. Возмущение является упругой силой, действую-
щей на платформу со стороны пружины жесткостью c3, эксцентрически скрепленной
с валом двигателя и деформируемой при его вращении.

Чтобы определить упругое возмущение в системе, положим, что в положении
равновесия пружина жесткостью c3 не деформирована, когда точка ее крепления
к валу находится на горизонтали, проходящей через ось вала. Если крепление выше
горизонтали, пружина растянута, ниже горизонтали — сжата. В положении, отвечаю-
щем углу φ поворота вала, отсчитываемому от горизонтали до отрезка, соединяющего
ось с точкой крепления пружины, деформация приближенно равна e sinφ, где e —
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расстояние от оси вала до точки крепления (эксцентриситет). Точность этого вы-
ражения тем выше, чем меньше отношение величины e к длине пружины. Упругая
сила, действующая на платформу, складывается из указанной деформации и смеще-
ния h: c3(e sinφ − h). Если мощность двигателя достаточно велика и вал вращается
с постоянной угловой скоростью ω, то упругая сила носит гармонический характер:
f3 = c3e sinωt. Уравнение движения системы в форме уравнения Лагранжа второго
рода имеет вид

m2ḧ+ r4ḣ+ ch = c3e sinωt,

где c = c3 + c5.
Для вывода уравнения в форме уравнений ветвей построим схему этой системы

и соответствующий ей орграф (рис. 3 и 4).

Рис. 3. Схема механической насосной системы

Рис. 4. Граф механической насосной системы

Двигатель с эксцентрически закрепленным на его валу концом пружины жест-
костью c3 (положим, что конец пружины совершает вертикальные перемещения
h ≈ e sinφ) заменим источником скорости. Руководствуясь правилами индексации
дуг [6], дугу, отвечающую источнику скорости, снабдим индексом 1. Каждой дуге
должен отвечать определенный порядковый номер, индексы на схеме и орграфе сов-
падают с индексами на рис. 2, а ориентация дуг определяется тем, что положительное
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направление перемещений на схеме отвечает направлению от общей системы отсчета
вверх по вертикали.

Дерево включает ветви, представляющие источник скорости v1 и массу m2. Соот-
ветствующие УРМ таковы:

[
+1 0 –1 0 0

0 +1 +1 +1 +1

]
×


f1
.
.
.
f5

 = 0.

Матрица M в уравнениях кодов F = MV (вектор скоростей V = (v2, v3, v4, v5)
T )

имеет вид

M =


m2p 0 0 0
0 c3p

−1 0 0
0 0 r4 0
0 0 0 c5p

−1

 ,

где p =
d

dt
— оператор дифференцирования по времени.

Отсекая первый столбец матрицы системы УРМ

[
Eb Dc

]
M

[
Eb

DT
c

]
Yb = 0

и записывая уравнения ветвей в форме (7), получаем, что

[
1

0

]
f1+

[
0 –1 0 0

+1 +1 +1 +1

]
m2p 0 0 0
0 c3p

−1 0 0
0 0 r4 0
0 0 0 c5p

−1




0 +1
–1 +1
0 +1
0 +1

[ v1
v2

]
= 0,

или после перемножения матриц[
1

0

]
f1 +

[
c3p

−1 −c3p
−1

−c3p
−1 m2p+ c3p

−1 + r4 + c5p
−1

] [
v1
v2

]
= 0.

В результате имеем два уравнения. Первое из них определяет силу, действую-
щую вдоль последовательно соединенных двухполюсников — источника скорости v1
и жесткости c3:

f1 = c3p
−1(v2 − v1).

Второе уравнение запишем в традиционной форме, полагая, что v1 =
d

dt
(e sinφ), v2 =

ḣ:
m2ḧ+ r4ḣ+ (c3 + c5)h = c3e sinφ.

Оно совпадает с уравнением в форме Лагранжа второго рода.
Таким образом, реализация алгоритма составления уравнений физической систе-

мы с помощью графов позволяет построить математическую модель, которая обес-
печивает единственность решения, поскольку число уравнений равно числу перемен-
ных.

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2024. Т. 20. Вып. 1 17



4. Заключение. В настоящей работе разработаны алгоритм преобразования си-
стемы уравнений базисных циклов и алгоритм составления уравнений физической
системы с помощью графов.

Полученная математическая модель системы, представленная в виде системы
уравнений (системы алгебраических уравнений для линейных систем), позволяет по-
лучить единственное решение.

Работа алгоритмов проиллюстрирована на примере механической системы, од-
нако они могут быть распространены на системы другой природы с помощью элек-
тромеханических или электроэкономических аналогий.
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A system of algorithms for compiling a mathematical model of physical systems, the structure
of which is given using graphs of great complexity, is proposed. The proposed algorithms
can be used not only to develop new systems, but also to diagnose operating equipment and
troubleshooting. The resulting mathematical model of the system, presented in the form of a
system of equations, allows us to obtain a unique solution. The operation of the algorithms
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is illustrated using the example of a mechanical system, but the results of the work can
be extended to systems of a different nature using electromechanical or electroeconomic
analogies.
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