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Получены достаточные условия устойчивости и асимптотической устойчивости отно-
сительно части переменных нулевого решения нелинейной системы по линейному при-
ближению в случае, когда матрица линейного приближения может содержать собствен-
ные значения с нулевыми вещественными частями, причем алгебраические и геометри-
ческие кратности этих собственных значений могут не совпадать. Подход основан на
установлении некоторого соответствия между решениями исследуемой системы и ее ли-
нейного приближения. В данном случае начинающиеся в достаточно малой окрестности
нуля решения таких систем и сами системы обладают одинаковыми покомпонентными
асимптотическими свойствами. Для решений такими свойствами являются устойчи-
вость и асимптотическая устойчивость по отношению к части переменных, а для си-
стем — покомпонентная локальная асимптотическая эквивалентность и покомпонентное
локальное асимптотическое равновесие. Рассматривая соответствие между решениями
систем как оператор, определенный в банаховом пространстве, на основании принци-
па Шаудера доказывается, что он имеет по крайней мере одну неподвижную точку.
Оператор позволяет построить отображение, устанавливающее соотношение между на-
чальными точками исследуемой системы и ее линейного приближения. Далее на основе
оценок элементов строк фундаментальной матрицы линейного приближения делается
заключение о покомпонентных асимптотических свойствах решений нелинейной систе-
мы. Приведен пример изучения устойчивости и асимптотической устойчивости по от-
ношению к части переменных нулевого решения нелинейной системы, матрица линей-
ного приближения которой содержит одно отрицательное и одно нулевое собственные
значения, причем алгебраическая и геометрическая кратности нулевого собственного
значения не совпадают.
Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, частичная устойчи-
вость, локальная покомпонентная асимптотическая эквивалентность, принцип Шау-
дера.

1. Введение. Впервые вопрос о возможности переноса основных положений тео-
рии устойчивости только лишь на часть переменных был поставлен А. М. Ляпуновым
[1]. Впоследствии эта задача сформировалась в отдельное направление как теория
устойчивости по отношению к части переменных (частичная устойчивость) в рабо-
тах И. Г. Малкина [2], В. В. Румянцева [3], В. В. Румянцева и А. С. Озиранера [4],
В.И. Воротникова [5].
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Задача об исследовании частичной устойчивости нулевого решения по линейному
приближению рассматривалась в [6, 7], в том числе и в критическом случае (см. [7–
11]).

Одним из подходов к изучению покомпонентных асимптотических свойств (ча-
стичной устойчивости, частичной асимптотической устойчивости и покомпонентно-
го асимптотического равновесия) поведения системы является метод, изложенный
в работах Е. В. Воскресенского [12, 13]. Он основан на установлении покомпонентной
асимптотической эквивалентности по Брауеру между изучаемой системой и неко-
торой «системой сравнения». В частности, в качестве «системы сравнения» можно
взять линейное приближение рассматриваемой системы. При выполнении некоторых
дополнительных условий соответствующие решения этих систем будут обладать оди-
наковыми покомпонентными асимптотическими свойствами.

Развитию этого подхода посвящены работы [14–17]. В них показано, что для ис-
следования асимптотических свойств решений покомпонентную асимптотическую эк-
вивалентность между изучаемой системой и «системой сравнения» достаточно уста-
новить лишь в достаточно малой окрестности нуля. В таком случае говорят о локаль-
ной покомпонентной асимптотической эквивалентности систем.

В работе [18] введено понятие равномерной локальной покомпонентной асимпто-
тической эквивалентности по Брауеру между изучаемой системой и «системой срав-
нения». Такой вид эквивалентности обеспечивает наличие одинаковых асимптотиче-
ских свойств у соответствующих решений исследуемой системы и «системы сравне-
ния» без дополнительных условий.

Вместе с тем для изучения устойчивости и асимптотической устойчивости по
отношению к части переменных нулевого решения нелинейной системы условие рав-
номерной локальной покомпонентной асимптотической эквивалентности по Брауеру
систем можно ослабить до условия, которое устанавливает соответствие между ре-
шениями нелинейной системы и «системой сравнения» и обеспечивает сохранение
покомпонентных асимптотических свойств только лишь при переходе от «системы
сравнения» к рассматриваемой системе. Описанию этих условий и посвящена на-
стоящая работа.

Приведенные в статье достаточные условия наличия покомпонентных асимптоти-
ческих свойств решений нелинейной системы, аналогичные соответствующим реше-
ниям ее линейного приближения, дополняют результаты работ [5–7] для случая, когда
матрица линейного приближения содержит собственные значения с нулевыми веще-
ственными частями, причем алгебраические и геометрические кратности этих соб-
ственных значений могут не совпадать. Полученные результаты могут быть приме-
нены к исследованию устойчивости по всем переменным нулевого решения нелиней-
ных систем исходя из первого линейного приближения. Стоит отметить, что в работе
А.Ю. Александрова [19] рассмотрены вопросы об устойчивости нелинейных систем
по первому нелинейному приближению. Для дифференциальных уравнений с запаз-
дывающим аргументом вопрос об асимптотической устойчивости по первому нели-
нейному приближению изучен в [20, 21].

2. Сравнение асимптотических свойств решений двух систем на основе
установления некоторого соответствия между ними. Рассмотрим множество
Ξ всех систем обыкновенных дифференциальных уравнений

dx

dt
= f(t, x), (1)

где x ∈ Rn, f ∈ C(0,1)([T,+∞)×Rn, Rn), T ⩾ 0, f(t, 0) ≡ 0.

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 3 375



Обозначим через x(t : t0, x(0)) решение с начальными данными (t0, x
(0)) системы

(1) и будем считать, что у всех систем из множества Ξ существует совокупность
решений, определенных при всех t ⩾ t0 ⩾ T и x(0) ∈ D ⊆ Rn. Здесь D — некоторая
область пространства Rn, содержащая окрестность нуля.

Пусть
dy

dt
= g(t, y) (2)

есть некоторая другая система из множества Ξ, а y(t : t0, y(0)) — ее решение с началь-
ными данными (t0, y

(0)).
Для систем (1) и (2) определим через xi(t : t0, x(0)) и yi(t : t0, y(0)) i-е компоненты

соответствующих решений.
Положим U , V ⊆ D — некоторые области, содержащие окрестность нуля, M0 ⊆

N = {1, ..., n}.
Определение. Cистемы (1) и (2) будем называть равномерно локально поком-

понентно асимптотически эквивалентными относительно функций µi(t), i ∈M0, если
выполняются следующие условия:

1) при любом фиксированном t0 ⩾ T между множествами начальных точек си-
стем (1) и (2) существует непрерывное в нулевой точке отображение

P (x(0)) = y(0), P (0) = 0, (3)

где x(0) ∈ U, y(0) ∈ V , такое, что для i-х компонент решений систем (1) и (2) выпол-
няются равенства

xi(t : t0, x
(0)) = yi(t : t0, y

(0)) + µi(t)δi(t, t0, x
(0)), (4)

здесь i ∈M0, µi ∈ C([T,+∞), R+), δi ∈ C(0,0,1)([t0,+∞)× [T,+∞)×Rn, R);
2) в равенстве (4) функции δi(t, t0, x

(0)), i ∈ M0, ограничены при всех t ⩾ t0
и стремятся к нулю при ||x(0)|| → 0, x(0) ∈ U равномерно по t ∈ [t0,+∞);

3) в равенстве (4) функции δi(t, t0, x
(0)), i ∈ M0, стремятся к нулю при t → +∞

равномерно по x(0) ∈ U .
Лемма. Пусть выполняются условия 1 и 2 определения. Тогда справедливы та-

кие утверждения:
1) если µi(t) < +∞ при всех t ⩾ t0, то из устойчивости нулевого решения си-

стемы (2) по переменной yi следует устойчивость нулевого решения системы (1)
по переменной xi, причем, если дополнительно выполняется условие 3) определе-
ния, то из локального асимптотического равновесия системы (2) по переменной yi
вытекает локальное асимптотическое равновесие системы (1) по переменной xi;

2) если µi(t) → 0 при t→ +∞, то из асимптотической устойчивости нулевого
решения системы (2) по переменной yi следует асимптотическая устойчивость
нулевого решения системы (1) по переменной xi.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем проводить его при каждом фиксированном i ∈
M0.

Докажем справедливость утверждения 1 леммы. Пусть у системы (2) существует
нулевое решение, устойчивое по переменной yi. Тогда для любого достаточно малого
ε > 0 и t0 можно указать δ0 = δ0(ε, t0) такое, что из ||y(0)|| < δ0 следует

|yi(t : t0, y(0))| <
ε

2
∀ t ⩾ t0.

Зафиксируем t0 и с помощью отображения P сопоставим начальным значениям
x(0) ∈ V решений системы (1) начальные значения y(0) соответствующих решений
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системы (2). Тогда, учитывая, что P (0) = 0 и P является непрерывным в нулевой
точке отображением, получим: существует достаточно малое δ1 > 0 такое, что как
только ||x(0)|| < δ1, то

||y(0)|| = ||P (x(0))|| < δ0.

Поскольку δi(t, t0, x(0)) ограничена по t ⩾ t0 и стремится к нулю равномерно по
t ∈ [t0,+∞) при ||x(0)|| → 0, x(0) ∈ U и µi(t) — ограниченная функция при всех t ⩾ t0,
то для любого достаточно малого ε > 0 найдется δ2 = δ2(ε, t0) > 0 такое, что при
||x(0)|| < δ2 будет выполняться неравенство

µi(t)|δi(t : t0, x(0))| <
ε

2
∀ t ⩾ t0.

Тогда, оценив равенство (4), находим, что

|xi(t : t0, x(0))| ⩽ |yi(t : t0, y(0))|+ µi(t)|δi(t, t0, x(0))| < ε ∀ t ⩾ t0. (5)

Полагая δ = min{δ1, δ2}, заключим, что для любого достаточно малого ε > 0 и t0
можно указать такое δ, когда из ||x(0)|| < δ вытекает справедливость (5), а это и до-
казывает устойчивость нулевого решения системы (1) по переменной xi.

Пуcть теперь дополнительно выполняется условие 3 определения. Тогда из него
и ограниченности функции µi(t) при всех t ⩾ t0 вытекает, что

lim
t→+∞

µi(t)δi(t, t0, x
(0)) = 0, x(0) ∈ U. (6)

Пусть также система (2) имеет локальное асимптотическое равновесие по пере-
менной yi, и, следовательно [14],

lim
t→+∞

yi(t : t0, y
(0)) = ci, ci ∈ R, y(0) ∈ V, (7)

и для любого числа ci такого, что (c1, ..., cn) ∈ V , существует решение y(t : t0, y(0)),
y(0) ∈ V системы (2), для компоненты yi(t : t0, y

(0)) которого справедливы равен-
ства (7).

Тогда из равенства (4) и пределов (6), (7) следует, что

lim
t→+∞

xi(t : t0, x
(0)) = ci, x(0) ∈ U, (8)

и для любого числа ci такого, что (c1, ..., cn) ∈ V , существует решение x(t : t0, x(0)),
x(0) ∈ U , системы (1), для компоненты xi(t : t0, x

(0)) которого справедливы равен-
ства (8).

Таким образом, система (1) имеет локальное асимптотическое равновесие по пе-
ременной xi.

Докажем справедливость утверждения 2 леммы. Пусть µi(t) → 0 при t → +∞
и нулевое решение системы (2) асимптотически устойчиво по переменной yi. Тогда
функция µi(t) является ограниченной функцией при всех t ⩾ t0, и, следовательно,
согласно утверждению 1 леммы, нулевoе рeшение системы (1) устойчиво по перемен-
ной xi.

Далее, учитывая асимптотическую устойчивость нулевого решения системы (2)
по переменной yi и справедливость равенства (6), перейдем в (4) к пределу при t →
+∞. Получим, что

lim
t→+∞

xi(t : t0, x
(0)) = 0, x(0) ∈ U,
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откуда и следует асимптoтическая устойчивость нулевoго рeшения системы (1) по
переменной xi.

Доказательство завершено. □
3. Достаточные условия частичной устойчивости и частичной асимп-

тотической устойчивости по линейному приближению нулевого решения.
Сформулируем достаточные условия устойчивости и асимптотической устойчивости
по отношению к части переменных нулевого решения нелинейных систем из множе-
ства Ξ на основании леммы.

Рассмотрим нелинейную систему

dx

dt
= Ax+ f(t, x), (9)

где x ∈ Rn; A — постоянная (n×n)-матрица; f ∈ C(0,1)([T,+∞)×Rn, Rn), f(t, 0) ≡ 0;

|fj(t, x1, ..., xn)| ⩽ ψj(t, |x1|, ..., |xn|) ∀ x ∈ U ⊆ D, j = 1, n, (10)

здесь ψj ∈ C([T,+∞)×U+, [0,+∞)), U+ = {x : x ∈ U, xi ⩾ 0, i = 1, n}, ψj(t, 0, ..., 0) ≡
0, причем ψj(t, |x1|, ..., |xn|) ⩽ ψj(t, |x̃1|, ..., |x̃n|), |xi| ⩽ |x̃i|, x, x̃ ∈ U, t ∈ [T,+∞).

Линейное приближение системы (9) имеет вид

dy

dt
= Ay, (11)

где y ∈ Rn.
Пусть матрица A имеет r ⩽ n различных собственных значений λ1, ..., λr, ве-

щeственные чaсти которых обозначим

Λ1 = Re λ1, ..., Λr = Re λr.

Тогда, учитывая оценки (24.29) и (24.31) из работы [22], для элементов i-й строки
(i = 1, n) нормированной фундаментальной матрицы Y (t − t0) системы (11) будут
справедливы оценки

|yi1(t−t0)| ⩽ D0e
Λ̂i1(t−t0)Qi1(t−t0), ..., |yin(t−t0)| ⩽ D0e

Λ̂in(t−t0)Qin(t−t0), t ⩾ t0, (12)

|yi1(t−t0)| ⩽ D0e
Λ̌i1(t−t0)qi1(t−t0), ..., |yin(t−t0)| ⩽ D0e

Λ̌in(t−t0)qin(t−t0), t ⩽ t0, (13)

в которых D0 > 0 — некоторая константа, Λ̂i1, ..., Λ̂in, Λ̌i1, ..., Λ̌in ∈ {Λ1,Λ2, ...,Λr};
Qi1(t− t0), ..., Qin(t− t0), qi1(t− t0), ..., qin(t− t0) — некоторые полиномы относитель-
но t − t0. Степени этих полиномов меньше алгебраических кратностей собственных
значений, вещественные части которых равны Λ̂i1, ..., Λ̂in, Λ̌i1, ..., Λ̌in соответственно.

Пусть

βi
def
= Λ̂ij∗i

= max{Λ̂i1, ..., Λ̂in}, αi
def
= Λ̌ik∗

i
= min{Λ̌i1, ..., Λ̌in}, i = 1, n. (14)

Тогда bi и ai, i = 1, n, определим как степени полиномов Qij∗i
(t − t0) и qik∗

i
(t − t0)

соответственно.
Учтем формулы (14) и определения чисел bi и ai, тогда оценки (12) и (13) примут

вид

|yij(t− t0)| ⩽ D0e
βi(t−t0)ρbi(t− t0), t ⩾ t0, j = 1, n, (15)
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|yij(t− t0)| ⩽ D0e
αi(t−t0)ρai(t− t0), t ⩽ t0, j = 1, n, (16)

где i = 1, n,

ρν(t) =

{
1, если |t| < 1,

|t|ν , если |t| ⩾ 1.
(17)

Полагая M0 = N , определим функции

µi(t) = D0e
βi(t−t0)ρbi(t− t0), t ⩾ t0, (18)

здесь i = 1, n, и введем множества Ni = {j : yij(t− t0) ≡ 0, при всех t, t0 ⩾ T}, Ki =
N\Ni, i = 1, n.

Тогда справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть для любого t0 ⩾ T существует полуинтервал [0, c), c > 0,

такой, что для всех c0 ∈ [0, c) выполняются такие условия:
A) при всех j ∈ Ki, i = 1, n, сходятся интегралы

Iij(c0) =

+∞∫
t0

e−αi(s−t0)ρai(s)ψj(s, c0e
β1(s−t0)ρb1(s), ..., c0e

βn(s−t0)ρbn(s))ds; (19)

Б) справедливы неравенства∑
j∈Ki

Iij(c0) < c0, i = 1, n. (20)

Тогда системы (9) и (11) являются равномерно локально покомпонентно асимп-
тотически эквивалентными относительно функций µi(t), i = 1, n, и справедливы
следующие утверждения:

1) если βi = 0 и bi = 0, то нулевое решение системы (9) устойчиво по пе-
ременной xi, причем из локального асимптотического равновесия системы (11) по
переменной yi следует локальное асимптотическое равновесие системы (9) по пе-
ременной xi;

2) если βi < 0, то нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво по
переменной xi.

Д о к a з а т е л ь c т в о. Для доказательства теоремы 1 покажем, что соответст-
вующие решения x(t : t0, x(0)) и y(t : t0, y(0)) систем (9) и (11) удовлетворяют уравне-
нию

x(t : t0, x
(0)) = y(t : t0, y

(0))−
+∞∫
t

Y (t− s)f(s, x(s : t0, x
(0)))ds, (21)

которое для каждого y(t : t0, y(0)) имеет по крайней мере одно решение x(t : t0, x(0)),
когда y(0) и x(0) принадлежат достаточно малой окрестности нуля.

Далее, записывая соотношение (21) покоординатно, проверим сначала справед-
ливость условий 1–3 определения, а затем применим лемму.

Рассмотрим банахово пространство [12]

Ω = {φ : φ ∈ C([T,+∞), Rn), |φi(t)| ⩽ cµi(t), t ⩾ t0, c ∈ R+, i = 1, n}

с нормой

||φ||Ω = max
i=1,n

sup
t⩾t0

{
|φi(t)|
µi(t)

}
.
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Пусть на Ω определен оператор

Lφ = y(t)−
+∞∫
t

Y (t− s)f(s, φ(s))ds, (22)

в котором y(t) = Y (t− t0)y
(0).

Покажем, что L : Ω0 → Ω0, где Ω0 = {φ : ||φ||Ω ⩽ c0, c0 ∈ R+}. Пусть ||φ||Ω ⩽ c0.
Тогда |φi(t)| ⩽ c0µi(t), t ⩾ t0.

Для i-й компоненты решения системы (11) справедливы неравенства

|yi(t)| ⩽
n∑

j=1

|yij(t− t0)| |y(0)j | ⩽ D0e
βi(t−t0)ρbi(t− t0)||y(0)||, t ⩾ t0, i = 1, n. (23)

С учетом оценок (10), (15), (16), (23) и неравенств

eαi(t−t0) ⩽ eβi(t−t0)ρbi(t− t0), t ⩾ t0,

ρai(t− s) ⩽ ρai(s), s ⩾ t ⩾ 0,

ρbi(s− t0) ⩽ ρbi(s), s ⩾ t0 ⩾ 0,

для i-й компоненты оператора L получим оценку, справедливую при всех t ⩾ t0:

|(Lφ)i| ⩽ eβi(t−t0)ρbi(t− t0)

D0||y(0)||+

+D0

∑
j∈Ki

+∞∫
t

e−αi(s−t0)ρai(s)ψj(s, c0e
β1(s−t0)ρb1(s), ..., c0e

βn(s−t0)ρbn(s))ds

 , (24)

где i = 1, n.
Учитывая сходимость интегралов (19) в условии A теоремы 1, находим, что

|(Lφ)i| ⩽ D0e
βi(t−t0)ρbi(t− t0)

||y(0)||+ ∑
j∈Ki

Iij(c0)

 . (25)

Из неравенств (20) условия Б теоремы 1 следует: при любом фиксированном
t0 ⩾ T всегда можно выбрать ненулевую окрестность, такую, что для всех y(0) из
этой окрестности будет выполняться неравенство

||y(0)|| ⩽ c0 −
∑
j∈Ki

Iij(c0) при всех i = 1, n. (26)

Тогда из неравенств (24)–(26) получим, что

|(Lφ)i| ⩽ c0D0e
βi(t−t0)ρbi(t− t0) ∀ t ⩾ t0, (27)

и, следовательно,
||Lφ||Ω ⩽ c0 для всех φ ∈ Ω0.

Отсюда следует, что L : Ω0 → Ω0.
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Аналогично работам [12, 15] покажем, что оператор L является вполне непре-
рывным на Ω0 и, таким образом, удовлетворяет всем условиям принципа Шаудера
[23] о существовании неподвижной точки для уравнения

φ = Lφ, φ ∈ Ω0. (28)

Учитывая (22), запишем уравнение (28) в следующем виде:

φ(t) = y(t)−
+∞∫
t

Y (t− s)f(s, φ(s))ds. (29)

Согласно определению оператора L, вектор-функция y(t) в уравнении (29) яв-
ляется решением с начальными данными y(t0) = y(0) системы (11). Поэтому φ(t)
будет решением с начальными данными φ(t0) = x(0) системы (9), причем начальные
данные этих систем будут связаны соотношением

y(0) = x(0) +

+∞∫
t0

Y (t0 − s)f(s, x(s : t0, x
(0)))ds. (30)

В справедливости этого утверждения можно убедиться, если записать решение
уравнения (9) в интегральной форме

x(t : t0, x
(0)) = Y (t− t0)x

(0) +

t∫
t0

Y (t− s)f(s, x(s : t0, x
(0)))ds. (31)

Далее вычитая и прибавляя к правой части уравнения (31) несобственный интеграл

+∞∫
t

Y (t− s)f(s, φ(s))ds,

сходимость которого следует из сходимости интегралов Iij(c0), получим уравнение

x(t : t0, x
(0)) = Y (t− t0)x

(0) +

+∞∫
t0

Y (t− s)f(s, x(s : t0, x
(0)))ds −

−
+∞∫
t

Y (t− s)f(s, φ(s))ds. (32)

Полагая, что начальные данные x(0) и y(0) решений x(t : t0, x
(0)) и y(t : t0, y

(0))
соответствующих систем (9) и (11) удовлетворяют coотношению (30), из равенства
(32) получим уравнение (21).

Покажем справедливость условий 1–3 определения.
Из соотношения (30) следует, что отображение P в формуле (3) имеет вид

P (x(0)) = x(0) +

+∞∫
t0

Y (t0 − s)f(s, x(s : t0, x
(0)))ds,
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где x(0) ∈ U , причем P (0) = 0. Непрерывность отображения P в нулевой точке
обеспечивается непрерывностью вектор-функций f(t, x) по переменной x и решения
x(s : t0, x

(0)) по начальной точке x(0), а также известной теоремой о непрерывности
интеграла, зависящего от параметра.

Поскольку формулы (24)–(29) справедливы при всех t ⩾ t0, то, положив t = t0,
получим неравенство

||x(0)|| ⩽ ||Lx(0)|| ⩽ c0. (33)

Тогда из неравенства (33) следует, что ||x(0)|| → 0 при c0 → 0.
Покажем справедливость соотношения (4). Для этого уравнение (21) запишем

покомпонентно:

xi(t : t0, x
(0)) = yi(t : t0, y

(0))−
n∑

j=1

+∞∫
t

yij(t− s)fj(s, x(s : t0, x
(0)))ds, i = 1, n. (34)

Сопоставив равенства (4) и соотношение (34), имеем, что

δi(t, t0, x
(0)) = − 1

µi(t)

n∑
j=1

+∞∫
t

yij(t− s)fj(s, x(s : t0, x
(0)))ds, i = 1, n,

откуда, учитывая оценки (15) и (16), получим неравенство

|δi(t, t0, x(0))| ⩽
∑
j∈Ki

 +∞∫
t

e−αisρai(s)ψj(s, c0e
β1sρb1(s), ..., c0e

βnsρbn(s))ds

, i = 1, n.

(35)
С учетом неравенства (20) условия Б из оценки (35) вытекает, что

|δi(t, t0, x(0))| ⩽
∑
j∈Ki

Iij(c0) ⩽ c0, i = 1, n.

Считая, что ||x(0)|| → 0 при c0 → 0, заключим, что δi(t, t0, x(0)), i = 1, n, стремятся
к нулю равномерно по t ∈ [t0,+∞) при ||x(0)|| → 0. Из последнего неравенства также
вытекает ограниченность δi(t, t0, x(0)), i = 1, n, по t ⩾ t0.

Принимая во внимание сходимость интегралов (19) при всех c0 ∈ [0, c), из оценки
(35) следует: δi(t, t0, x(0)), i = 1, n, стремятся к нулю при t→ +∞ равномерно по x(0)
таким, что ||x(0)|| ⩽ c0.

Таким образом, справедливость условий 1–3 определения доказана и в соответ-
ствии с определением системы (9) и (11) являются равномерно локально покомпо-
нентно асимптотически эквивалентными относительно функций µi(t), i = 1, n.

Учитывая справедливость условий 1 и 2 определения, применим утверждения 1,
2 леммы к утверждениям 1, 2 теоремы 1.

Рассмотрим утверждение 1 теоремы 1. Пусть βi = 0 и bi = 0. Тогда µi(t) ≡
const < +∞ при всех t ⩾ t0, и, учитывая оценку (23), получим, что нулевое решение
системы (11) устойчиво по переменной yi. Тогда из утверждения 1 леммы следует,
что нулевое решение системы (9) устойчиво по переменной xi.

Пусть теперь система (11) имеет локальное асимптотическое равновесие по пе-
ременной yi. Поскольку справедливость условия 3 определения доказана выше, то из
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утверждения 1 леммы вытекает локальное асимптотическое равновесие системы (9)
по переменной xi.

Рассмотрим утверждение 2 теоремы 1. Пусть βi < 0. Тогда µi(t) → 0 при t→
+∞, и, следовательно, нулевое решение системы (11) асимптотически устойчиво по
переменной yi. Отсюда утверждение 2 леммы справедливо, и нулевое решение систе-
мы (9) асимптотически устойчиво по переменной xi.

Доказательство завершено. □
Рассмотрим частный случай системы (9), когда f(t, x) — векторный полином по

x. В этом случае система (9) примет вид

dx

dt
= Ax+ P (t, x), (36)

где

P (t, x) =

 P1(t, x),
. . . ,

Pn(t, x)

, Pj(t, x) =

σ∑
|pj |=2

d
(pj)
j (t)xpj , xpj = x

pj1

1 x
pj2

2 . . . xpjn
n , σ ⩾ 2,

(37)
d
(pj)
j ∈ C([T,+∞), R), pj = (pj1, ..., pjn), |pj | = pj1 + . . .+ pjn, j = 1, n.

Теорема 2. Пусть при всех j ∈ Ki, i = 1, n, сходятся интегралы

I
(pj)
ij =

+∞∫
t0

ρai+pj1b1+...+pjnbn(s) e(−αi+pj1β1+...+pjnβn)(s−t0) |d(pj)
j (s)|ds. (38)

Тогда системы (36) и (11) являются равномерно локально покомпонентно
асимптотически эквивалентными относительно функций µi(t), i = 1, n, и спра-
ведливы следующие утверждения:

1) если βi = 0 и bi = 0, то нулевое решение системы (36) устойчиво по пе-
ременной xi, причем из локального асимптотического равновесия системы (11) по
переменной yi следует локальное асимптотическое равновесие системы (36) по пе-
ременной xi;

2) если βi < 0, то нулевое решение системы (36) асимптотически устойчиво
по переменной xi.

Д о к a з а т е л ь c т в о. Для доказательства теоремы достаточно показать, что
для любого t0 ⩾ T существует полуинтервал [0, c), c > 0, такой, что для всех c0 ∈ [0, c)
выполняются условия A и Б теоремы 1.

Аналогично оценке (10) для fj(t, x), из формул (37) получим оценку для Pj(t, x)

|Pj(t, x)| ⩽
σ∑

|pj |=2

|d(pj)
j (t)| |x|pj для всех x ∈ Rn, (39)

где |x|pj = |x1|pj1 |x2|pj2 . . . |xn|pjn , j = 1, n. Тогда с учетом (39) в качестве ψj в формуле
(10) можно взять

ψj(t, |x1|, ..., |xn|) =
σ∑

|pj |=2

|d(pj)
j (t)| |x1|pj1 |x2|pj2 . . . |xn|pjn . (40)
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Учитывая формулы (38) и (40), вычислим интегралы (19) из условия А тео-
ремы 1:

Iij(c0) =

σ∑
|pj |=2

c
|pj |
0

+∞∫
t0

ρai+pj1b1+...+pjnbn(s) e(−αi+pj1β1+...+pjnβn)(s−t0) |d(pj)
j (s)|ds =

=

σ∑
|pj |=2

c
|pj |
0 I

(pj)
ij , (41)

где j ∈ Ki, i = 1, n. Поскольку, согласно условию теоремы 2, интегралы I
(pj)
ij в фор-

муле (41) сходятся, то интегралы Iij(c0) также сходятся.
Проверим справедливость условия Б теоремы 1. Обозначим через k наименьшее

из чисел 2, ..., σ, для которого |pj | = ν и хотя бы одна из функций d(pj)
j (t) в формулах

(37) отлична от нуля. Тогда для c0 < 1 будет справедливо неравенство

∑
j∈Ki

σ∑
|pj |=2

c
|pj |
0 I

(pj)
ij =

∑
j∈Ki

σ∑
|pj |=k

c
|pj |
0 I

(pj)
ij < ck0

∑
j∈Ki

σ∑
|pj |=k

I
(pj)
ij . (42)

Учитывая, что I(pj)
ij > 0, выберем c такое, что

c = min
i=1,n

1,

∑
j∈Ki

σ∑
|pj |=k

I
(pj)
ij

−
1

k − 1

 . (43)

Полагая в неравенстве (42) c0 < c, где c выбирается по формуле (43), убеждаемся
в справедливости условия Б теоремы 1.

Таким образом, условия А и Б теоремы 1 выполнены, и, следовательно, утверж-
дения 1, 2 теоремы 2 справедливы.

Доказательство завершено. □
Следствие. Пусть коэффициенты d

(pj)
j (t) векторного полинома P (t, x) в форму-

ле (37) постоянны:
d
(pj)
j (t) ≡ d

(pj)
j при всех t ⩾ T (44)

для всех наборов pj = (pj1, ..., pjn), j = 1, n. Тогда, если выполняются неравенства

γ
(pj)
ij ≡ −αi + pj1β1 + ...+ pjnβn < 0, j ∈ Ki, i = 1, n, (45)

то системы (36) и (11) являются равномерно локально покомпонентно асимптотиче-
ски эквивалентными относительно функций µi(t), i = 1, n, и справедливы следующие
утверждения:

1) если βi = 0 и bi = 0, то нулевое решение системы (36) устойчиво по переменной
xi, причем из локального асимптотического равновесия системы (11) по переменной
yi следует локальное асимптотическое равновесие системы (36) по переменной xi;

2) если βi < 0, то нулевое решение системы (36) асимптотически устойчиво по
переменной xi.
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Д о к a з а т е л ь c т в о. Проверим сходимость интегралов (38) при всех j ∈ Ki,
i = 1, n, в условии теоремы 2. С учетом формулы (17) и условия (44) интегралы (38)
при t0 ⩾ 1 будут иметь вид

I
(pj)
ij = |d(pj)

j |
+∞∫
t0

sai+pj1b1+...+pjnbn e(−αi+pj1β1+...+pjnβn)(s−t0)ds, (46)

а при t0 < 1 —

I
(pj)
ij = |d(pj)

j |

 1− e(−αi+pj1β1+...+pjnβn)(1−t0)

−αi + pj1β1 + ...+ pjnβn
+

+

+∞∫
1

sai+pj1b1+...+pjnbn e(−αi+pj1β1+...+pjnβn)(s−t0)ds

 . (47)

Учитывая условие (45), выберем ε > 0 такое, что ε− αi + pj1β1 + ...+ pjnβn < 0
при всех j ∈ Ki, i = 1, n. Далее выберем t1 ⩾ t0 так, чтобы были справедливы оценки

+∞∫
t1

sai+pj1b1+...+pjnbn e(−αi+pj1β1+...+pjnβn)(s−t0)ds ⩽

⩽
+∞∫
t1

e(ε−αi+pj1β1+...+pjnβn)(s−t0)ds, j ∈ Ki, i = 1, n. (48)

Тогда, принимая во внимание неравенства (45), заключаем, что интегралы в формуле
(48) сходятся. Откуда следует, что интегралы (46) и (47) также сходятся.

Таким образом, условия теоремы 2 выполнены, и, следовательно, утверждения
1–3 следствия справедливы.

Доказательство завершено. □
В качестве примера рассмотрим задачу о частичной устойчивости нулевого ре-

шения нелинейной системы 
ẋ1 = β̂x1 + x21x2x3,

ẋ2 = x3 + x1x2,

ẋ3 = x1x3,

(49)

где вещественное число β̂ < 0. Тогда матрица линейного приближения
ẏ1 = β̂y1,

ẏ2 = y3,

ẏ3 = 0

(50)

имеет следующие различные собственные значения:

λ1 = β̂, λ2 = 0,
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причем алгебраическая кратность λ1 равна 1, для λ2 алгебраическая и геометриче-
ская кратности равны 2 и 1 соответственно. Поскольку для λ2 алгебраическая и гео-
метрическая кратности не совпадают, то условия теорем 0.5.2 ([5], с. 23) и 2.4.1 ([5],
с. 118) для системы (49) не выполняются.

Проверим условия следствия для системы (49). Для этого вычислим нормиро-
ванную в точке t0 фундаментальную матрицу линейного приближения (50)

Y (t− t0) =

 eβ̂(t−t0) 0 0
0 1 t− t0
0 0 1

 .

Тогда в оценках (15), (16) для элементов строк фундаментальной матрицы Y (t− t0)
в качестве параметров αi, βi, i = 1, 3, можно взять

β1 = α1 = β̂, βi = αi = 0, i = 2, 3,

а в качестве параметров bi, ai, i = 1, 3, —

bi = ai = 0, i = 1, 3, b2 = a2 = 1.

Следовательно, согласно формулам (18), функции µi(t), i = 1, 3, при t ⩾ t0 имеют
вид

µ1(t) = eβ̂1(t−t0), µ2(t) = ρ(t− t0), µ3(t) = 1. (51)

Здесь D0 = 1. Далее, представляя нелинейную часть системы (49) по формулам (37),
находим, что

p1 = (p11, p12, p13) = (2, 1, 1), p2 = (p21, p22, p23) = (1, 1, 0), p3 = (p31, p32, p33) = (1, 0, 1).

Подставляя полученные значения в формулы (45) и учитывая, что для приведенного
примера K1 = {1}, K2 = {2, 3}, K3 = {3}, имеем

γ
(p1)
11 = γ

(p2)
22 = γ

(p2)
23 = γ

(p3)
33 = β̂.

Учитывая, что β̂ < 0, убеждаемся в справедливости неравенств (45).
Таким образом, все условия следствия выполнены, следовательно, система (49)

и ее линейное приближение (50) являются равномерно локально покомпонентно
асимптотически эквивалентными относительно функций (51), причем, поскольку

1) β3 = 0 и b3 = 0, то нулевое решение системы (49) устойчиво по переменной x3,
а сама система имеет локальное асимптотическое равновесие по переменной x3;

2) β1 < 0, то нулевое решение системы (49) асимптотически устойчиво по пере-
менной x1.

4. Заключение. В настоящей работе на основании равномерной локальной
покомпонентной асимптотической эквивалентности получены достаточные условия
устойчивости и асимптотической устойчивости относительно части переменных ну-
левого решения нелинейной системы по линейному приближению в случае, когда
матрица линейного приближения может содержать собственные значения с нулевы-
ми вещественными частями, причем алгебраические и геометрические кратности этих
собственных значений могут не совпадать.

Отметим, что вышеизложенный подход может быть также применен к изуче-
нию неустойчивости относительно части переменных нулевого решения нелинейной
системы по линейному приближению.
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The article presents the sufficient conditions for stability and asymptotic stability with re-
spect to a part of the variables of the zero solution of a nonlinear system in the linear
approximation. the case is considered when the matrix of the linear approximation may
contain eigenvalues with zero real parts and the algebraic and geometric multiplicities of
these eigenvalues may not coincide. The approach is based on establishing some correspon-
dence between the solutions of the investigated system and its linear approximation. The
solutions of such systems starting in a sufficiently small zero neighborhood and the systems
themselves possess the same componentwise asymptotic properties in this case. Such solu-
tions’ properties are stability and asymptotic stability with respect to some variables, and for
systems componentwise local asymptotic equivalence and componentwise local asymptotic
equilibrium. Considering the correspondence between the solutions of systems as an opera-
tor defined in a Banach space, there is proved that it has at least one fixed point according
to the Schauder’s principle. The operator allows to construct a mapping that establishes
the relationship between the initial points of the investigated system and its linear approxi-
mation. Further, a conclusion about the componentwise asymptotic properties of solutions of
the nonlinear system is made on the basis of estimates of the fundamental matrix of the lin-
ear approximation rows’ entries. There is given an example of the investigation of stability
and asymptotic stability with respect to a part of the variables of the zero solution of a non-
linear system is given, when the linear approximation matrix contains one negative and one
zero eigenvalues, and the algebraic and geometric multiplicities of the zero eigenvalue do not
coincide.
Keywords: ordinary differential equations, partial stability, local componentwise asymptotic
equivalence, Schauder principle.
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