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Ранг матрицы управляемости Калмана линейных систем зависит от базисов инвариант-
ных циклических подпространств матрицы системы, порожденных столбцами матрицы
управления. Детально исследован случай жордановой формы матрицы системы и ска-
лярного управления. Показано, что размерность циклических подпространств опре-
деляется индексными номерами первых ненулевых элементов координатных блоков
столбцов матрицы управления. Полностью раскрыто формирование базисов этих под-
пространств, на основании чего построен базис пространства конструктивной системы
управления.
Ключевые слова: управляемость, структура систем, циклические инвариантные подпро-
странства.

1. Введение. В теории управления вопрос управляемости системы, очевидно,
связан с особенностями устройства самой системы. И зачастую знание структуры
системы управления позволяет решать различные задачи управления значительно
эффективнее, проще и технологичнее. В данной работе исследуются в основном ал-
гебраические методы анализа и выявления структур систем управления.

Следуя классической задаче теории стабилизации движений [1–3], рассмотрим
линейную систему с многомерным управлением

ẋ = Ax+Bu, (1)

где x ∈ Rn — вектор фазовых переменных; управление u ∈ Rr; постоянные матри-
цы A и B — вещественные, размерностей n×n и n×r соответственно. Будем считать,
что матрица B =

[
B1 . . . Br

]
состоит из линейно независимых столбцов и система (1)

полностью управляема [3]. Вектор управления u будем искать в виде

u = Cx (2)

так, чтобы нулевое решение системы (1) было асимптотически устойчиво по Ляпуно-
ву. Матрицу C размерности r× n обычно называют линейным регулятором. Иными
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словами, в задаче стабилизации необходимо найти линейный стационарный регуля-
тор, обеспечивающий асимптотическую устойчивость замкнутой системе:

ẋ =
(
A+BC

)
x.

Для решения такой задачи часто используют переход в специальные системы
координат, в которых система (1) принимает более простой — «канонический» —
вид [4–6]. В основном все эти способы построения новых систем координат базируют-
ся на определенном выборе n линейно независимых столбцов из матрицы управляе-
мости:

VK =
[
B AB . . . An−1B

]
.

Однако в данных подходах, как правило, не используют структуру формирования
управляемости самой системы, определяемую связью матриц A и B.

Поясним эффективность использования структуры на простом примере. Матри-
ца управляемости VK состоит из r циклических цепочек вида

Bj , ABj , . . . , A
n−1Bj , (3)

каждой из которых можно сопоставить число

dj = rank
[
Bj ABj . . . A

n−1Bj

]
(4)

для всех j = 1, . . . , r. В цепочках (3) линейно независимыми являются первые dj
векторов, а все следующие уже будут зависимыми с ними [7, с. 320]. Значения dj
несут в себе важную характеристику о всей системе управления (1), а точнее, о ее
информационном наполнении, матрицах (A,B).

В частности, если хотя бы для одного столбца Bj величина dj равна n, то оче-
видно, что исходную систему (1) можно свести к системе со скалярным управлением,
т. е. перейти от пары (A,B) к паре (A,Bj). Для этого достаточно произвести заме-
ну управления u = ejv, где ej ∈ Rr — j-й единичный вектор, v — новое скалярное
управление. В таком случае матрицу линейного регулятора C из (2) для исходного
многомерного управления u можно записать так:

C = ejγ
TV −1,

где V =
[
Bj ABj . . . A

n−1Bj

]
, а строка γT определяется согласно [1, с. 146].

Таким образом, определение и даже больше само формирование величин (4),
а также связь отдельных базисов циклических цепочек (3) между собой и будут в том
числе тем знанием структуры системы управления (1).

2. Представление циклических цепочек (3) в жордановом базисе. Про-
ведем далее алгебраический анализ связи матричной пары (A,B). Для этого сначала
рассмотрим вид матрицы B, состоящей из одного столбца. Построим базис инва-
риантного циклического подпространства матрицы A, порожденного вектором B,
т. е., согласно [7, с. 320], при некотором натуральном числе d найдем совокупность
линейно независимых векторов:

B, AB, . . . , Ad−1B. (5)

Изучим случай, когда известны матрица J — жорданова нормальная форма мат-
рицы A и соответствующая ей матрица перехода S к жорданову базису, т. е.

J = S−1AS = diag
{
J1, . . . , Jσ

}
, (6)

здесь Ji — нижние комплексные жордановы клетки порядков ki, i = 1, . . . , σ.
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Тогда для вектора B справедливо представление

B = Sb,

т. е. элементы вектора b являются координатами вектора B в жордановом базисе.
И, в силу AS = SJ , получим эквивалентную (5) цепочку Sb, SJb, . . . , SJd−1b, на
линейную независимость векторов которой матрица S не оказывает влияния. Поэтому
исследуем далее только цепочку векторов, которую сразу соберем в общую матрицу:

M =
[
b Jb . . . Jd−1b

]
. (7)

Важно отметить, что структура жордановой матрицы J вида (6) задает одно-
значное разбиение вектора b на последовательные блоки b(i) длины ki, т. е.

b =


b(1)...
b(i)...
b(σ)

 , (8)

где b(i) =
(
bmi−1+1, . . . , bmi

)T , в принятых обозначениях:

m0 = 0, mi =

i∑
s=1

ks при i = 1, . . . , σ, откуда mσ = n. (9)

Таким образом, совокупность векторов (7), собранная в матрицу M , в силу
блочно-диагональной структуры как самой матрицы J , так и всех ее степеней, в свою
очередь, построчно разбивается на группы строк, собранные вместе в матрицы Mi

вида
Mi =

[
b(i) Jib

(i) . . . Jd−1
i b(i)

]
. (10)

Столбцы матриц Mi образуют циклические цепочки векторов, порожденные векто-
рами b(i) и соответствующими им жордановыми клетками Ji для всех i = 1, . . . , σ.

3. Вклад собственных чисел в количество линейно независимых векто-
ров циклической цепочки (7). Пусть λ — некоторое собственное число матрицы A.
Введем индексное множество

N (λ) =
{
i ∈
{
1, . . . , σ

} ∣∣∣ Ji = Ji(λ)
}
,

где за Ji(λ) обозначаются все жордановы клетки, отвечающие собственному числу λ.
Очевидно, что количество элементов множества N (λ) равно геометрической кратно-
сти собственного числа λ.

Замечание 1. Если λ1 и λ2 — различные собственные числа матрицы A, то
тогда индексные множества N (λ1) и N (λ2) не пересекаются. При этом объединение
индексных множеств N (λ) по всем различным собственным числам матрицы A об-
разует множество всех номеров жордановых клеток

{
1, . . . , σ

}
.

Теперь для каждого собственного числа λ матрицы A рассмотрим только те жор-
дановы клетки Ji(λ), которые отвечают именно такому числу, а им, в свою очередь,
сопоставим все блоки чисел b(i) и их цепочки (10) при i ∈ N (λ). Тогда для всех нену-
левых таких блоков b(i) обозначим через µi порядковые номера первых ненулевых
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элементов в этих блоках, т. е. bmi−1+1 = . . . = bmi−1+µi−1 = 0, а число bmi−1+µi
6= 0,

где µi ∈ {1, . . . , ki} для всех i ∈ N (λ). Затем вычислим следующие значения:

δi = ki − µi + 1 для всех i ∈ N (λ). (11)

Если же блок чисел b(i) полностью нулевой, то положим δi = 0.
И, наконец, данному собственному числу λ сопоставим величину

ℓλ = max
i∈N (λ)

{
δi
}
. (12)

Как будет показано далее, каждая такая величина ℓλ задает вклад собственного чис-
ла λ в количество линейно независимых векторов циклической цепочки (7).

Замечание 2. Указанное вычисление значений δi производится в случае нижних
жордановых клеток. Для случая верхних жордановых клеток порядковые номера µi

первых ненулевых элементов блоков b(i) отсчитываются снизу.
4. Формирование базиса циклического подпространства. Приведем вспо-

могательные леммы, в которых изучим вопрос линейной независимости векторов цик-
лических цепочек вида (10), а также укажем структуру матриц, составленных из
векторов этих цепочек.

4.1. Случай равных собственных чисел.
Лемма 1. Пусть J1 и J2 — нижние жордановы клетки порядков k1 и k2, от-

вечающие одному собственному числу λ, векторы p и q — постоянные соответст-
вующих этим клеткам размерностей, с ненулевыми первыми элементами, т. е.

Ji =

λ1 λ
. . .

. . .
1 λ


ki×ki

, p =

 p1
...
pk1

 , q =

 q1
...
qk2

 ,

где p1q1 6= 0 и i = 1, 2.
Тогда, считая k1 ⩾ k2, для любого натурального числа d ранг матрицы

M =

[
p J1p . . . Jd−1

1 p

q J2q . . . Jd−1
2 q

]
=

(
Mp

Mq

)
(13)

будет определяться равенством

rankM = min
{
d, k1

}
,

и среди всех строчек матрицы M линейно независимыми будут первые min
{
d, k1

}
строчек блока Mp.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждой жордановой клетки Ji верно разложение

Js
i =

(
λEi + Ii

)s
= λsEi + C1

sλ
s−1Ii + · · ·+ Cs−1

s λIs−1
i + Isi , (14)

где Ei — единичные матрицы размерностей ki × ki, а матрицы Ii — нильпотентные
жордановы блоки [7, с. 338]:

Ii =

0
1 0
. . .

. . .
1 0


ki×ki

=
[
e2 e3 . . . eki

0
]
, i = 1, 2, (15)

основные свойства которых указаны в [8, с. 24–26].
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Тогда за счет разбиения на сумму слагаемых для любой степени жордановых
клеток в (13) будет верно выражение(

Js
1p

Js
2q

)
=

(
λsp

λsq

)
+

(
C1

sλ
s−1I1p

C1
sλ

s−1I2q

)
+ · · ·+

(
Cs−1

s λIs−1
1 p

Cs−1
s λIs−1

2 q

)
+

(
Is1p

Is2q

)
=

= λs

(
p

q

)
+ C1

sλ
s−1

(
I1p

I2q

)
+ · · ·+ Cs−1

s λ

(
Is−1
1 p

Is−1
2 q

)
+

(
Is1p

Is2q

)
(16)

для каждого s = 0, . . . , d− 1.
Теперь, согласно (16), элементарными преобразованиями столбцов матрицы M ,

не изменяющими ранга, приводим ее к виду

MI(λ) =

[
p I1p . . . Id−1

1 p

q I2q . . . Id−1
2 q

]
.

В силу того, что матрицы Iki
i нулевые, матрицу MI(λ) в зависимости от значения

степени d можно представить следующим образом.
1. Если d > k1, то получим, что

MI(λ) =

(
P 0

Q 0

)
(k1+k2)×d

, (17)

где матрица

P =
[
p I1p . . . I

k1−1
1 p

]
=


p1 0 . . . 0

p2 p1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

pk1
. . . p2 p1


k1×k1

= p1E1 + p2I1 + · · ·+ pk1
Ik1−1
1 , (18)

а Q строится аналогично (18) на базе вектора q. Нулевые матрицы 0 имеют размер-
ности ki × (d− ki). Матрицы P и Q являются нижнетреугольными теплицевыми или
правильными нижнетреугольными [8, с. 454], как и будем их называть далее.

2. Если d ⩽ k1, то имеем, что

MI(λ) =

(
P

Q 0

)
·
[
e1 . . . ed

]
, (19)

где данная запись просто означает выбор первых d столбцов из левой матрицы в про-
изведении (19), здесь нулевая матрица 0 соответствующей размерности k2× (k1− k2)
будет отсутствовать, если k2 = k1.

Тогда, исходя из вида матрицы MI(λ), в случае (17) или (19), а также учитывая
нижнетреугольный вид невырожденной матрицы P из (18), находим, что ее угло-
вой минор порядка min

{
d, k1

}
будет всегда ненулевым минором наивысшего порядка

матрицы MI(λ), т. е. ее ранг и ранг исходной M будут равны min
{
d, k1

}
. ■

Замечание 3. Согласно доказательству леммы 1, значение собственного числа λ
не оказывает влияния на величину рангов матриц M и MI(λ). Зависимость рангов
этих матриц от числа λ заключается опосредованно в том, что собственное число λ
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общее для жордановых клеток J1 и J2. Таким образом, ранг матрицы M , составлен-
ной построчно из нескольких циклических цепочек вида (10) для одного собственного
числа λ, определяется, вообще говоря, максимальным значением величин δi

(
см. (11)

)
.

4.2. Случай различных собственных чисел. В развитие леммы 1 рассмот-
рим теперь случай циклических цепочек вида (10) на основе жордановых клеток для
разных собственных чисел. И чтобы излишне не усложнять следующие рассуждения,
примем длину этих цепочек (10) равной сумме размерностей жордановых клеток.

Лемма 2. Пусть J1 и J2 — нижние жордановы клетки порядков k1 и k2, от-
вечающие различным собственным числам λ1 и λ2, векторы p и q — постоянные
соответствующих этим клеткам размерностей, с ненулевыми первыми элемен-
тами, p1q1 6= 0. Тогда, полагая, что

d = k1 + k2,

получим, что ранг квадратной матрицы M , составленной, как в (13), для данного d,
будет определяться равенством

rankM = d.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (13), матрица M состоит из двух блоков
строчек Mp и Mq, отвечающих различным собственным числам λ1 и λ2. Поэтому
разложение, полностью аналогичное (16), выписать не удастся. Однако для каждой
такой группы строк, в силу (14), верны выражения (на примере матрицы Mp)

Js
1p =

(
λ1E1 + I1

)s
p = λs1p+ C1

sλ
s−1
1 I1p+ · · ·+ Cs−1

s λ1I
s−1
1 p+ Is1p =

=
[
p I1p . . . I

k1−1
1 p

]
·
(
λs1e1 + C1

sλ
s−1
1 I1e1 + · · ·+ Cs−1

s λ1I
s−1
1 e1 + Is1e1

)
=

=
[
p I1p . . . I

k1−1
1 p

]
k1×k1

· Js
1e1 = P · Js

1e1 (20)

для всех s = 0, . . . , k1− 1. В (20) для матрицы I1, в силу (15), используется свойство,
что вектор Is1e1 = es+1, где единичные вектора e1, . . . , es+1 размерности k1. При этом
для степени s = k1 выполняется равенство

Jk1
1 p = J1

(
Jk1−1
1 p

)
= J1

(
P · Jk1−1

1 e1

)
= P · Jk1

1 e1,

так как жорданова клетка J1 и правильная треугольная матрица P вида (18) яв-
ляются коммутирующими, как функции полиномов от одной и той же матрицы I1 [8,
с. 24]. Окончательно замечаем, что

Js
1p = P · Js

1e1 для всех s ⩾ 0.

Тогда для матрицы Mp, очевидно, верно представление

Mp =
[
p J1p . . . J

d−1
1 p

]
= P

[
e1 J1e1 . . . J

d−1
1 e1

]
k1×d

= P · J̃k1
(λ1). (21)

И аналогично для матрицы Mq получаем, что

Mq = Q
[
e1 J2e1 . . . J

d−1
2 e1

]
k2×d

= Q · J̃k2(λ2),
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где вектор e1 своей размерности k2, согласованной с матрицей J2. Здесь квадратные
правильные треугольные матрицы P , Q вида (18), а матрицы J̃ki

(λi) состоят только
из первых столбцов степеней жордановых клеток порядков ki собственных чисел λi:

J̃ki
(λi) =

[
e1 Jie1 . . . J

d−1
i e1

]
=


1 λi . . . λki−1

i . . . λd−1
i

0 1 . . . C1
ki−1λ

ki−2
i . . . C1

d−1λ
d−2
i

...
. . .

. . .
...

...

0 . . . 0 1 . . . Cki−1
d−1 λ

d−ki
i


ki×d

(22)

для i = 1, 2. Первый столбец любой степени жордановой клетки Js
i , в силу представ-

ления (14) и вида степеней матрицы Isi , последовательно сверху вниз заполняется
компонентами бинома Ньютона (λi + 1)s, начиная со старшей степени λsi . Для степе-
ней s = 0, . . . , ki−1 компоненты соответствующего бинома Ньютона выбираются пол-
ностью, возможные оставшиеся позиции в столбце Js

i e1 будут нулевыми, а для s ⩾ ki

последняя позиция столбца Js
i e1 будет Cki−1

s λs−ki+1
i , так как матрица Iki

i нулевая.
Теперь сама матрицa M вида (13) может быть выражена следующим образом:

M =

(
Mp

Mq

)
=

(
P · J̃k1

(λ1)

Q · J̃k2
(λ2)

)
=

(
P 0

0 Q

)
·

(
J̃k1

(λ1)

J̃k2
(λ2)

)
=MI(λ1, λ2) · J̃ , (23)

где матрицы MI(λ1, λ2), J̃ — квадратные порядка d.
Упростим квадратную матрицу J̃ , начиная с последнего столбца, вычтем из каж-

дого столбца предшествующий, умноженный на λ1, и далее, следуя [9, упр. 287], на-
ходим, что

det
(
J̃
)
=
(
λ2 − λ1

)k1k2

6= 0,

так как λ1 6= λ2, т. е. матрица J̃ невырожденная и соответственно ее ранг равен ее
размерности d. При этом квадратная блочно-диагональная матрица MI(λ1, λ2) также
является невырожденной, в силу ненулевых элементов p1 и q1 полностью занимающих
главные диагонали нижнетреугольных блоков P и Q вида (18). Отсюда определяем,
что ранг матрицы M равен d. ■

Замечание 4. Представление матрицы M вида (23) верно и в случае совпадаю-
щих собственных чисел λ1 = λ2 (случай леммы 1). Квадратная матрица MI(λ1, λ2)
остается по-прежнему невырожденной. Тогда ранг матрицы M определяется значе-
нием ранга квадратной матрицы J̃ , которая состоит из двух блоков строчек J̃k1

(λ1)

и J̃k2(λ2) вида (22) для одного и того же собственного числа. Но ранг такой матрицы J̃

будет задаваться большим блоком строчек из J̃k1
(λ1), J̃k2

(λ2) и общим количеством
столбцов d:

rankM = min
{
d,max

{
k1, k2

}}
.

Замечание 5. Из представления (23) также следует, что число столбцов d мат-
рицы M в лемме 2 может быть любым. Тогда ранг матрицы M вычисляется как

rankM = min
{
d, k1 + k2

}
.

5. Размерность циклических подпространств. Исследуем теперь, как фор-
мируется величина d вида (4) при учете связи элементов вектора B с матрицей A в их
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совместной циклической цепочке. Выявим эту связь через значения координат b, век-
тора B в жордановом базисе.

Теорема 1. Для любых матрицы A и вектора B максимальное количество
линейно независимых векторов в циклической цепочке (5) равно

d =
∑
λ

ℓλ, (24)

где суммирование берется по всем различным собственным числам λ матрицы A,
а сами значения ℓλ определяются по формулам (12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольные матрицу A и вектор B.
Сформируем их циклическую цепочку векторов вида (5) максимальной длины n. При
переходе в систему координат жорданового базиса получим цепочку (7) и матрицу M .
Тогда искомая величина d будет равна рангу матрицы M . В свою очередь, уже мат-
рица M состоит из последовательных наборов строк Mi, циклических цепочек (10),
образованных своими блоками элементов b(i) вида (8).

Следовательно, согласно лемме 2, для каждого такого блока Mi будет верно свое
представление (21), т. е. Mi = PiJ̃ki

(λi), где матрицы J̃ki
(λi) стандартного вида (22)

размерности ki × n, а матрицы Pi правильной нижнетреугольной формы (18):

Pi =
[
b(i) Iib

(i) . . . Iki−1
i b(i)

]
ki×ki

, (25)

здесь матрицы Ii такие же, как (15). Тогда, согласно (23), сама матрица M будет
представляться так:

M =

M1
...
Mσ

 =

 P1 · J̃k1(λ1)
...

Pσ · J̃kσ
(λσ)

 =

P1 0. . .
0 Pσ

 ·

 J̃k1(λ1)
...

J̃kσ
(λσ)

 =MI · J̃ , (26)

где матрицы MI = diag
{
P1, . . . , Pσ

}
и J̃ размерностей n× n.

Так как какой-либо блок чисел b(i) может быть полностью нулевым, то и порож-
даемая им матрица Pi будет также нулевой и, следовательно, нулевым будет весь блок
строчек Mi. Если блок b(i) не является полностью нулевым, то, следуя (8), опишем
его следующим образом:

b(i) =

(
0

b̃(i)

)
,

здесь b̃(i) =
(
bmi−1+µi , . . . , bmi

)T при некотором µi ∈ {1, . . . , ki} — порядковом номере
первого ненулевого элемента bmi−1+µi

6= 0 в блоке b(i). В ненулевом блоке b̃(i), рас-
сматриваемом как отдельный вектор размерности δi = ki−µi+1, первый его элемент
всегда ненулевой. В таком случае правильная треугольная матрица Pi примет вид

Pi =

(
0 0

P̃i 0

)
ki×ki

при P̃i =
[
b̃(i) Ĩib̃

(i) . . . Ĩδi−1
i b̃(i)

]
, где уже матрица P̃i размерности δi × δi будет невы-

рожденной правильной треугольной, а матрица Ĩi прежнего типа (15).
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Тогда ненулевой строковый блок Mi может быть записан как

Mi = Pi · J̃ki
(λi) =

(
0 0

P̃i 0

)
· J̃ki

(λi) =

(
0

P̃i · J̃δi(λi)

)
,

где матрица J̃δi(λi) вида (22) и просто состоит из первых δi строк матрицы J̃ki
(λi).

Таким образом, перемножение матриц MI и J̃ в (26) сохранит нулевые строки
матрицы MI в общем результате — матрице M . Отбрасывая эти нулевые строки,
получаем матрицу равного ранга матрице M :

M̃ =

 P̃1 · J̃δ1(λ1)
...

P̃σ · J̃δσ (λσ)

 =

P̃1 0. . .
0 P̃σ

 ·

 J̃δ1(λ1)
...

J̃δσ (λσ)

 = M̃I · J̃δ.

Здесь уже матрица M̃I размерности
σ∑

i=1

δi ×
σ∑

i=1

δi будет невырожденной, в силу сво-

ей блочно-диагональной структуры, с невырожденными правильными треугольны-
ми матрицами P̃i для тех номеров i ∈ {1, . . . , σ}, которые отвечают ненулевым бло-
кам b(i).

Следовательно, ранг матрицы M̃ будет определяться исключительно рангом мат-

рицы J̃δ размерности
σ∑

i=1

δi×n, который, в силу вида (22) блоков J̃δi(λi), формируется

наибольшими по количеству строк блоками J̃δi(λi) по всем различным собственным
числам λi (см. замечание 4), т. е. количество линейно независимых строк такой груп-
пы блоков строк будет определяться значением ℓλ по формулам (12). А строки таких
наибольших блоков J̃δi(λi) будут, согласно лемме 2, линейно независимыми между
собой, т. е. сумма всех величин ℓλ по разным λ и будет рангом

d = rankM = rank M̃ =
∑
λ

max
i∈N (λ)

{
δi
}
=
∑
λ

ℓλ,

где суммирование берется по всем различным собственным числам λ. ■
Таким образом, полученное в (24) значение d устанавливает размерность цикли-

ческих подпространств (5) и (7). Число d линейно независимых векторов этих цикли-
ческих цепочек полностью определяется исключительно номерами первых ненулевых
элементов блоков b(i) вида (8). Причем вне зависимости от выбора жордановa базиса S
сами значения таких первых ненулевых элементов на величину d никак не влияют.
Однако элементы координатных блоков b(i) собирают правильные треугольные мат-
рицы, которые в блочно-диагональном составе образуют «структурную матрицу» MI

в разложении (26) исходной матрицы M всей циклической цепочки (7). Данная мат-
рица MI является весьма важной, так как отражает в себе связь вектора b с составом
жордановых клеток матрицы J . При этом вся информация о собственных числах
поглощается исключительно матрицей J̃ .

6. О взаимосвязи жордановых базисов в случае единичных геометри-
ческих кратностей всех собственных чисел. Исследуем связь разных жордано-
вых базисов матрицы A, когда геометрические кратности всех ее собственных чисел
равны единице.
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Рассмотрим различные невырожденные матрицы S и S̄, приводящие матрицу A
с собственными числами единичной геометрической кратности к жордановой матри-
це J :

S−1AS = S̄−1AS̄ = J = diag
{
J1, . . . , Jσ

}
, (27)

где все жордановы клетки Ji порядков ki отвечают разным собственным числам λi,
т. е. Ji = Ji(λi), при i = 1, . . . , σ. Далее будем называть эти матрицы S и S̄ напря-
мую — жордановыми базисами, отвечающими матрице A.

Теорема 2. Для любой различной пары жордановых базисов S и S̄, отвечаю-
щих матрице A с собственными числами единичной геометрической кратности,
матрица перехода между ними

Θ = S−1S̄ = diag
{
Θ1, . . . ,Θσ

}
(28)

является блочно-диагональной с матрицами диагональных блоков Θi — правильной
треугольной формы вида (18), той же размерности ki×ki, что и соответствующие
им жордановы клетки Ji.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каким бы образом матрицы S и S̄ не были по-
лучены, структура их столбцов соответствует разбиению самой жордановой матри-
цы J на клетки Ji, и каждая группа столбцов, отвечающая своей жордановой клетке,
образует собой базис инвариантного циклического подпространства. Тогда условие
различности двух базисов S и S̄ будет означать, что, по крайней мере, для одного
элементарного делителя матрицы A (

λ− λi
)ki
, (29)

максимальной степени ki — алгебраической кратности числа λi (следует из условия
равенства единице его геометрической кратности) и отвечающей ему жордановой
клетки Ji, соответствующие жордановы цепочки векторов из базисов S и S̄

Smi−1+1, . . . , Smi и S̄mi−1+1, . . . , S̄mi (30)

будут различны, и согласно (9), mi = mi−1 + ki. Эти две группы векторов (30), пред-
ставляя собой разные базисы циклического инвариантного подпространства данного
элементарного делителя (29), удовлетворяют равенствам (с учетом структуры ниж-
ней жордановой клетки) [8, с. 189]:(

A−λiE
)
Smi−1+1 = Smi−1+2, . . . ,

(
A−λiE

)
Smi−1+ki−1 = Smi

,
(
A−λiE

)
Smi

= 0,(
A−λiE

)
S̄mi−1+1 = S̄mi−1+2, . . . ,

(
A−λiE

)
S̄mi−1+ki−1 = S̄mi

,
(
A−λiE

)
S̄mi

= 0.
(31)

Из условия равенства единице геометрической кратности собственного числа λi сле-
дует, что размерность его собственного пространства также равна единице, поэтому
его собственные векторы Smi

и S̄mi
являются линейно зависимыми, т. е. верно соот-

ношение
S̄mi

= α
(i)
1 Smi

, α
(i)
1 6= 0. (32)

Равенство (32) неминуемо влечет за собой утверждение, что все векторы (30)
будут представимы в виде линейных комбинаций:

S̄mi−1+ki−j+1 =

j∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j , j = 1, . . . , kj , (33)
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где каждый α
(i)
j фиксируется после своей идентификации на j-м шаге, причем зна-

чения α(i)
j при j = 2, . . . , ki уже могут быть нулевыми.

Действительно, рассмотрим сразу j-й шаг (j ⩾ 2), перепишем (33) как

S̄mi−1+ki−j+1 =

j−1∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j + α

(i)
j Smi

и будем считать, что все коэффициенты α
(i)
1 , . . . , α

(i)
j−1 определены на предыдущих j−1

шагах, причем, в силу (32), коэффициент α(i)
1 обязательно ненулевой. Тогда рассмот-

рим вектор вида

S̄ = S̄mi−1+ki−j+1 −
j−1∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j .

Если он сразу нулевой, то, следовательно, коэффициент α(i)
j = 0 в представлении (33).

Если вектор S̄ ненулевой, то найдем его отображение оператором
(
A−λiE

)
, которое,

в силу (31) и выполнимости (33) для предыдущего шага j − 1, будет таким:

(
A− λiE

)
S̄ =

(
A− λiE

)
S̄mi−1+ki−j+1 −

j−1∑
s=1

α(i)
s

(
A− λiE

)
Smi−1+ki+s−j =

= S̄mi−1+ki−j+2 −
j−1∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j+1 = S̄mi−1+ki−j+2 − S̄mi−1+ki−j+2 = 0,

т. е. вектор S̄ является собственным вектором числа λi. Тогда, как и в (32), получаем,
что

S̄ = α
(i)
j Smi

, α
(i)
j 6= 0,

и снова представление (33) для j-го шага будет верным, но уже для этого α(i)
j .

Таким образом, справедливость разложения (33) столбцов (30) базиса S̄ по соот-
ветствующим им столбцам (30) базиса S (общей жордановой клетки) основывается на
верности первого представления (32), откуда и следует важность ненулевого первого
коэффициента α(i)

1 .
Теперь рассмотрим произведение (28) раздельно по столбцам матрицы S̄, сразу

для блока столбцов (30) этого базиса:

S−1S̄ ·
[
emi−1+1 . . . emi

]
=
[
S−1S̄mi−1+1 . . . S

−1S̄mi

]
=

=
[
S−1

(
α
(i)
1 Smi−1+1 + · · ·+ α

(i)
ki
Smi

)
. . . S−1α

(i)
1 Smi

]
=

=
[(
α
(i)
1 emi−1+1 + · · ·+ α

(i)
ki
emi

)
. . . α

(i)
1 emi

]
=


0

Θi

0


n×ki

, (34)

где матрица Θi правильной треугольной формы занимает строки mi−1 + 1, . . . ,mi.
Поступая аналогичным образом для всех пар наборов базисных векторов (30),

находим, что соответствующие им произведения (34) группируются по столбцам
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в блочно-диагональную матрицу (28), а так как все элементы главной диагонали
α
(i)
1 6= 0, то следует, что матрица Θ невырожденная. ■

7. Структура связи пары (A,B) в случае единичных геометрических
кратностей всех собственных чисел. По-прежнему будем исследовать случай
матрицы A, когда все ее собственные числа единичной геометрической кратности.
Заметим, что для двух различных жордановых базисов S и S̄ матрицы A уже векто-
ры b = S−1B и b̄ = S̄−1B будут, вообще говоря, различные. А тогда и матрица MI ,
и матрица M̄I из представления (26), формирующиеся, согласно (25), из элементов
векторов b и b̄ соответственно, будут также разными. Рассмотрим связь между таки-
ми матрицами MI и M̄I жордановых базисов S и S̄.

Теорема 3. Для любой пары жордановых базисов S и S̄, отвечающих матри-
це A с собственными числами единичной геометрической кратности, и вектора B,
определяющего в данных базисах соответственно матрицы MI и M̄I , будет верно
равенство

MI = ΘM̄I , (35)

где матрица Θ определяется, как и в (28).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу своих построений, отвечающих струк-

туре общей жордановой матрицы J , все матрицы из выражения (35) являются
блочно-диагональными, одинаковых количества, размерностей и порядка располо-
жения диагональных блоков, правильной треугольной формы. Поэтому покажем вы-
полнение (35) поблочно:

Pi = ΘiP̄i, i = 1, . . . , σ. (36)

Сначала заметим, что из блочной диагональности матрицы Θ вида (28) вытекает,
что

Θ b̄ = S−1S̄ · S̄−1B = S−1B = b,

откуда поблочно Θib̄
(i) = b(i).

Далее, так как правильные треугольные вида (18) матрицы Θi и матрицы Ii
являются коммутирующими, как функции полиномов от одних и тех же матриц Ii,
находим, что

ΘiP̄i = Θi·
[
b̄(i) Iib̄

(i) . . . Iki−1
i b̄(i)

]
=
[
Θib̄

(i) IiΘib̄
(i) . . . Iki−1

i Θib̄
(i)
]
=

=
[
b(i) Iib

(i) . . . Iki−1
i b(i)

]
= Pi при всех i = 1, . . . , σ.

Таким образом, будет выполняться и общее утверждение (35). ■
Замечание 6. Из невырожденности матрицы Θ, в силу (28), и соответственно

всех ее диагональных блоков Θi следует, что матрицы Pi и P̄i, связанные отноше-
нием (36), одинаковых рангов. А учитывая правильную треугольную форму (25) этих
матриц, получаем, что первые ненулевые элементы bmi−1+µi

и b̄mi−1+µ̄i
(если они есть)

в блоках b(i) и b̄(i) занимают одинаковые номера, т. е. µi = µ̄i для всех i = 1, . . . , σ.
Откуда и ранг матрицы MI определяется исключительно исходным вектором B и не
зависит от выбора жордановa базиса S, порождающего эту матрицу MI .

Теорема 4. Для любого жордановa базиса S, отвечающего матрице A с соб-
ственными числами единичной геометрической кратности, и вектора B, опреде-
ляющего матрицу MI , матрица

R = SMI (37)

задается единственным образом, никоим образом не зависящим от выбора базиса S.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для указанного случая матрицы A возьмем два
любых различных жордановых базиса S и S̄. Тогда, в силу представлений (28) и (35),
находим, что

S̄M̄I = SΘ ·Θ−1MI = SMI = R,

т. е. матрица R определяется единственным образом, вне зависимости от выбора жор-
дановa базиса. ■

Проведенное алгебраическое исследование структуры связи матрицы A и векто-
ра B, порождающего циклическое инвариантное подпространство базиса (5), позво-
ляет выявить алгебраическую структуру системы управления (1) и более эффектив-
нее и технологичнее решать задачи теории управления, в частности задачи стабили-
зации движений системы (1).

8. Конструктивные системы управления. Результат теоремы 1 и лемм 1, 2
полностью раскрывает структуру управляемости системы (1) в пространстве жор-
дановa базиса и скалярного управления u, а также обусловливает основной подход
в методах определения структуры системы управления (1) в случае многомерного
управления.

Рассмотрим случай скалярного управления u для систем следующего вида:

ẏ = Jy + bu, (38)

где y ∈ Rn — вектор фазовых переменных и постоянный вектор управления b —
вещественный, размерности n× 1; постоянная матрица системы J есть вещественная
жорданова нормальная форма вида (27) размерности n× n.

Будем далее считать, что все нижние жордановы клетки матрицы J отвечают
вещественным собственным числам. Данное ограничение используется только для
упрощения демонстрации применения результата теоремы 1 и выявленной структур-
ной матрицы MI , так как случай вещественной жордановой формы матрицы для
комплексно-сопряженных пар собственных чисел требует отдельного изучения, но не
носит принципиального характера.

Понятно, что при известности матрицы S для некоторой системы вида (1) ска-
лярного управления сама система (38) будет соответствовать системе (1) при переводе
переменных x системы (1) в жорданов базис S заменой x = Sy.

Будем считать, что система (38) полностью управляема. Тогда неизбежно сле-
дует, что матрица управляемости Калмана [3], в данном случае VJ = M вида (7),
состоит из n линейно независимых столбцов — циклической цепочки порождающего
вектора b. Но это означает, согласно теореме 1, что для всех различных собственных
чисел λi их вклады ℓλi в значение ранга матрицы VJ должны равняться алгебраи-
ческим кратностям соответствующих собственных чисел. А такое, в силу леммы 1,
возможно, если геометрическая кратность каждого собственного числа равна едини-
це, что и будем принимать для системы (38) из-за исходного требования о полной
управляемости.

Более того, раз геометрические кратности всех собственных чисел равны еди-
нице, то сама жорданова матрица J вида (27) состоит только из жордановых кле-
ток Ji(λi), различных собственных чисел λi, размерностей ki — алгебраических крат-
ностей своих собственных чисел. Тогда получаем, что из условия полной управляе-
мости системы (38) и теоремы 1 необходимо выполнение равенств

ℓλi
= δi = ki для всех i = 1, . . . , σ.
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А это, в силу (11), возможно только, если первые элементы всех блоков b(i) являются
ненулевыми.

Окончательно находим, что матрица MI из представления (26) матрицы M яв-
ляется блочно-диагональной с невырожденными диагональными, правильной тре-
угольной формы блоками Pi, у которых главные диагонали состоят из bmi−1+1 6= 0,
где значения mi−1 определяются по формулам (9) и, следовательно, сама матрица MI

также невырожденная. При этом каждые пары матриц Pi и Ji коммутирующие, как
функции полиномов от одних и тех же матриц Ii, т. е. и общие блочно-диагональные
матрицы также коммутирующие:

JMI =MIJ.

Тогда, производя замену переменных y =MIz, переводим систему (38) к виду

ż = Jz + beu, (39)

где

be =M−1
I b =

 e
(k1)
1...

e
(kσ)
1

 .

Здесь e(ki)
1 — первые единичные векторы размерности ki и весь вектор be однозначно

задается самой жордановой матрицей системы J , т. е. вектор be содержит единицы
на позициях (mi−1 + 1) номеров первых строк жордановых клеток Ji, а остальные
его элементы нулевые.

Полученная система (39) полностью аналогична системе критерия полной управ-
ляемости [10, с. 321 (8◦)] для случая скалярного управления системы (1). Требуемая
единственная матрица R, переводящая заменой переменных x = Rz систему (1) к си-
стеме (39), в данном случае с учетом полного выполнения условий теоремы 4 будет
представляться в виде (37).

Определение. Систему (39) будем называть конструктивной системой управ-
ления для систем вида (38) в случае их полной управляемости.

С точки зрения решения задач управляемости система (39) является опреде-
ляющей по отношению ко всем системам (38), так как эти задачи достаточно решить
один раз для системы (39) и просто перенести полученное решение на любую систему
вида (38). Покажем это на примере нахождения линейного регулятора (2).

Найдем, согласно [1, с. 146], стабилизирующее управление для системы (39) ви-
да u = γT z, а затем для любой системы (38) получим соответствующее стабилизи-
рующее управление (2):

u = γTM−1
I y = Cy.

Понятно, что решение данной задачи для системы (39) наиболее простое и, что
еще более существенно, оно является базовым решением для всех систем (38).

Также стоит отметить, что для систем (38) в случае единичных геометриче-
ских кратностей всех собственных чисел структурная матрица MI , по сути, является
матрицей управляемости, так как полная управляемость такой системы будет тогда
и только тогда, когда матрица MI будет невырожденной. Отсюда следует существо-
вание единственной матрицы R = MI из критерия полной управляемости [10, с. 321
(8◦)].
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9. Заключение. Предложенная в леммах 1, 2 и теореме 1 технология формиро-
вания базиса циклических цепочек (5) полностью объясняет зависимость максималь-
ного количества d линейно независимых векторов этой цепочки от представления
вектора B в жордановом базисе S, отвечающем матрице A. Ключевой особенностью
такой зависимости, выявленной в настоящей работе, является правильная треуголь-
ная форма матриц коэффициентов координатных блоков вектора b.

Показано, что базис инвариантных циклических подпространств задается исклю-
чительно структурой жордановой нормальной формы матрицы и координатным рас-
положением в жордановом базисе порождающего вектора циклической цепочки дан-
ного базиса. Причем циклической цепочке векторов исходного базиса вида (5) сопо-
ставляется система циклических цепочек упрощенной структуры (25), порожденных
отдельными блоками b(i) и матрицами Ii, из разложений соответствующих жордано-
вых клеток (14), которые состоят только из единичной поддиагонали. Полученная
система упрощенных циклических цепочек представляет собой важную «структур-
ную» матрицу MI алгебраической пары: матрицы A и вектора B.

Показана значимость выявленной алгебраической структуры пары (A,B) при
исследовании управляемости системы управления (1) в случае скалярного управле-
ния. На примере задачи стабилизации движений системы (1) продемонстрирована
конструктивная эффективность использования структурной матрицы MI в случае
систем вида (38).
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The rank of the Kalman’s controllability matrix of linear systems depends on the bases of the
invariant cyclic subspaces of the state matrix generated by the columns of the input matrix.
The case of the Jordan form of the state matrix and scalar control is studied in detail. It
is shown that the dimension of cyclic subspaces is determined by the index numbers of the
first non-zero elements of the coordinate blocks of the columns of the input matrix. The
formation of the bases of these subspaces is completely disclosed. Based on this, the basis of
the space of a constructive control system is constructed.
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