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Рассматривается задача Штурма — Лиувилля с разрывной нелинейностью, управле-
нием и возмущением. Полученные ранее результаты для уравнений со спектральным
параметром и разрывным оператором применяются к исследуемой задаче. Вариацион-
ным методом устанавливаются теоремы о существовании решений задачи Штурма—
Лиувилля с разрывной нелинейностью и задачи оптимального управления, топологиче-
ских свойствах множества допустимых пар «управление— состояние». В качестве при-
ложения приводится одномерный аналог модели Гольдштика отрывных течений несжи-
маемой жидкости с управлением и возмущением.
Ключевые слова: задача Штурма— Лиувилля, разрывная нелинейность, задачи управ-
ления, вариационный метод, модель Гольдштика.

1. Введение. Постановка задачи. Уравнения с разрывными правыми частями
возникают при анализе многих задач оптимального управления, разрывных систем
управления. Задачи управления системами со спектральным параметром и разрыв-
ными правыми частями рассматривались в работах [1–7] в общей постановке, а также
для задач, порожденных эллиптическими операторами. В настоящей статье иссле-
дуются задачи управления для обыкновенных дифференциальных уравнений с раз-
рывными правыми частями. Отметим работу [8], посвященную задачам оптимального
управления системами обыкновенных дифференциальных уравнений с разрывными
правыми частями.
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Проблема существования решений задачи Штурма —Лиувилля с разрывной не-
линейностью изучалась в [9–15]. Данная статья является развитием этих исследова-
ний, поскольку в задачу дополнительно вводятся управление и возмущение. Кроме
того, в отличие от работ других авторов, в ней ослаблены ограничения на множество
точек разрыва нелинейности.

Пусть −∞ < a < b < +∞. На отрезке [a, b] рассматривается задача Штурма —
Лиувилля с управлением и возмущением следующего вида:

Lu(x) ≡ −(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = λg(x, u(x)) +Bv(x) +Dw(x), x ∈ (a, b), (1)

u(a) = u(b) = 0. (2)

Здесь p ∈ C1,α([a, b]), q ∈ C0,α([a, b]) (0 < α ⩽ 1); λ — положительный параметр;
функция g : (a, b) × R → R суперпозиционно измерима, для почти всех x ∈ (a, b)
сечение g(x, ·) имеет на R разрывы только первого рода, g(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)]
для любого u ∈ R, g−(x, u) = lim

η→u
g(x, η), g+(x, u) = lim

η→u
g(x, η) и |g(x, u)| ⩽ β(x) для

любого u ∈ R, где β ∈ Lq((a, b)), q > 1; оператор B : U → Lq((a, b)) линейный и огра-
ниченный, U — банахово пространство управлений, функция v(x) в уравнении (1)
играет роль управления, управление v ∈ Uad ⊂ U , Uad — множество всех допустимых
управлений для системы (1), (2); оператор D :W → Lq((a, b)) линейный и ограничен-
ный, W — банахово пространство возмущений, функция w(x) в уравнении (1) играет
роль возмущения, возмущение w ∈W .

Допускается, что для некоторых v ∈ Uad, w ∈W у задачи (1), (2) либо нет реше-
ний, либо она имеет более одного решения, т. е. возможен сингулярный случай [16].

2. Теоретические результаты. Для дальнейших рассуждений потребуется сле-
дующее определение.

О п р е д е л е н и е 1. Обобщенным решением задачи (1), (2) при фиксирован-
ных управлении v и возмущении w называется функция u ∈ W 2

q ((a, b))
⋂ ◦
W 1

q ((a, b)),
удовлетворяющая для почти всех x ∈ (a, b) включению

Lu(x)−Bv(x)−Dw(x) ∈ λ[g−(x, u(x)), g+(x, u(x))].

Отметим, что определение обобщенного решения для уравнений с разрывными
нелинейностями вполне адекватно для прикладных задач [17].

Пусть функциональное пространство X = H1
◦ ((a, b)), а функционалы

J1(u) =
1

2

b∫
a

p(x)(u′(x))2dx+
1

2

b∫
a

q(x)u2(x)dx, J2(u) =

b∫
a

dx

u(x)∫
0

g(x, s)ds.

Применение общего результата из работы [4] к задаче (1), (2) дает теорему о су-
ществовании решений.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) существует γ > 0, для которого J1(u) ⩾ γ||u||2 для любого u ∈ X;
2) для почти всех x ∈ (a, b) справедливы соотношения g(x, 0) = 0 и |g(x, u)| ⩽

β(x) для любого u ∈ R, где β ∈ Lq((a, b)), q > 1;
3) найдется u0 ∈ X, для которого J2(u0) > 0;
4) оператор B : U → Lq((a, b)) линейный и ограниченный, пространство управ-

лений U банахово, множество допустимых управлений Uad ⊂ U непусто;
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5) оператор D :W → Lq((a, b)) линейный и ограниченный, пространство возму-
щений W банахово.

Тогда для любых v ∈ Uad, w ∈ W существует обобщенное решение рассматри-
ваемой задачи (1), (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теорема 1 доказывается вариационным методом.
Оно сводится к проверке выполнения условий теоремы 1 из работы [4]. Выполнение
условий 1), 2) теоремы 1 из [4] в задачах на собственные значения для уравнений
эллиптического типа с разрывными нелинейностями установлено в работе [18]. Для
задачи (1), (2) такие условия проверяются аналогично. Условия 5), 6) теоремы 1 из [4]
идентичны условиям 4), 5) доказываемой теоремы. Тем самым выполнены условия
1), 2), 5), 6) теоремы 1 из [4]. Поэтому для любых управления v ∈ Uad и возмущения
w ∈ W существует обобщенное решение соответствующего операторного уравнения,
а значит, и краевой задачи (1), (2). Теорема 1 доказана.

Далее положим w(x) ≡ 0, т. е. исключим возмущение w из уравнения (1).
О п р е д е л е н и е 2. Упорядоченная пара (v̂, û) называется допустимой парой

«управление — состояние» для системы (1), (2), если v̂ ∈ Uad, а û — обобщенное
решение задачи (1), (2) при v = v̂.

На множестве D всех допустимых пар «управление — состояние» для систе-
мы (1), (2) определена функция стоимости

J(v, u) = ||u− u0||lZ + δ||v||µU , (3)

где Z — функциональное банахово пространство, в которое пространство X непре-
рывно вложено; u0 ∈ Z; l, δ, µ — положительные постоянные; || · ||Y — норма в про-
странстве Y . Ставится задача о нахождении пары (w, z) ∈ D такой, что

J(w, z) = inf
D
J(v, u). (4)

О п р е д е л е н и е 3. Пара (w, z) ∈ D, удовлетворяющая (4), называется
оптимальной.

Таким образом, рассматривается также вопрос о существовании решения задачи
оптимального управления (4). Имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно простран-
ство управлений U рефлексивное, множество допустимых управлений Uad ⊂ U сла-
бо замкнуто, пространство X непрерывно вкладывается в пространство Z из (3).
Тогда для любого v ∈ Uad существует обобщенное решение задачи (1), (2), мно-
жество D всех допустимых пар «управление — состояние» для системы (1), (2)
непусто и слабо замкнуто, задача оптимального управления (4) имеет решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теорема 2 доказывается также вариационным методом.
Оно сводится к проверке выполнения условий теоремы 1 из работы [1]. Выполнение
условий 1), 2) такой теоремы для соответствующих эллиптических краевых задач
с разрывными нелинейностями установлено в работе [18]. Как отмечалось выше, для
задачи (1), (2) эти условия проверяются аналогично. Условие 3) теоремы 1 из [1]
идентично условиям теорем 1, 2 данной работы. Таким образом, все условия теоре-
мы 1 из [1] выполнены, потому справедливо утверждение данной теоремы, а значит,
и доказываемой теоремы. Теорема 2 доказана.

Для v ∈ Uad обозначим через V v множество обобщенных решений задачи (1),
(2). Справедлива также следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2 и дополнительно последова-
тельность {vn} ⊂ Uad слабо сходится к v в U . Тогда, если un ∈ V vn, то из последо-
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вательности {un} можно выделить подпоследовательность {unk
}, которая сильно

сходится к u ∈ V v в X1, где X1 — некоторое вещественное банахово пространство,
в которое пространство X компактно вложено. Если V v состоит из единственной
функции u, то un → u в X1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду идентичности условий теоремы 2 из работы [1]
и доказываемой теоремы имеет место утверждение теоремы 2 из [1], а следовательно,
и справедливо утверждение теоремы 3. Теорема 3 доказана.

3. Приложения. В качестве приложения установленных теорем рассмотрим
одномерный аналог математической модели Гольдштика отрывных течений несжи-
маемой жидкости (см. [19, 20]).

Одномерная задача Гольдштика имеет вид

−u′′ = ωg(x, u(x)), x ∈ (0, 1), (5)

u(0) = u(1) = 0, (6)

где параметр ω > 0 — завихренность, а нелинейность

g(x, u) =

{
−1, если u < x− 1,
0, если u ⩾ x− 1.

Аналитически задача (5), (6) была решена в [19].
Введем в данную задачу управление и возмущение. Имеем краевую задачу

−u′′ = ωg(x, u(x)) +Bv(x) +Dw(x), x ∈ (0, 1), (7)

u(0) = u(1) = 0, (8)

где оператор B : U → Lq((0, 1)) линейный и ограниченный, U — рефлексивное ба-
нахово пространство управлений, q > 1; управление v ∈ Uad ⊂ U ; Uad — множество
всех допустимых управлений для системы (7), (8) непусто и слабо замкнуто; про-
странство H1

◦ ((0, 1)) непрерывно вложено в пространство Z из (3); последователь-
ность {vn} ⊂ Uad слабо сходится к v в U ; оператор D : W → Lq((0, 1)) линейный
и ограниченный, W — банахово пространство возмущений, возмущение w ∈W .

Для задачи (7), (8) выполнены условия теорем 1–3 данной статьи. Поэтому
утверждения доказанных теорем справедливы для одномерной задачи Гольдштика
с управлением и возмущением.

Далее положим B = −D и равные тождественному оператору I, т. е. Bv = v,
Dw = −w. Оператор I линейный и ограниченный. В [19] установлено, что одним из
решений задачи (5), (6) при ω ⩾ 8 является функция

u0(x) =

{(
1− 1

x0

)
x, если 0 ⩽ x ⩽ x0,

ω
2

(
x− x0 +

2
ω

)
(x− 1), если x0 ⩽ x ⩽ 1,

в которой x0 = 1
2 + 1

2

√
1− 8

ω . Поставим следующую задачу: при малом постоянном
возмущении w > 0 найти такое постоянное управление v ∈ [0, w], чтобы решение
краевой задачи (7), (8) при B = −D = I доставляло минимум функционалу J(u, v) =
J1 + δ0J2, где

J1 =

1∫
0

(u(x)− u0(x))
2dx, J2 = v2, δ0 ⩾ 0.
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В этой задаче требования теорем были выполнены. Оптимальное управление су-
ществует для любого неотрицательного δ0. При каждом постоянном v ∈ [0, w] решение
задачи (7), (8) с B = −D = I дается формулой

u(x) =


w−v
2 x(x− x1) +

(
1− 1

x1

)
x, если 0 ⩽ x ⩽ x1,

w−v+ω
2

(
x− x1 +

2
w−v+ω

)
(x− 1), если x1 ⩽ x ⩽ 1.

Здесь x1 = 1
2

(
1 + w−v

ω

)
+ 1

2

√(
1 + w−v

ω

)2 − 8
ω , 0 ⩽ w ⩽ 2.

На рисунке изображено множество возможных векторов (J1, J2), достижимых
при различных допустимых управлениях v ∈ [0, w], построенное для ω = 9 и w =
0.125.

Рисунок. Достижимые значения функционалов

С точки зрения двухкритериальной задачи минимизации J1 и J2 каждый возмож-
ный вектор оптимален по Парето. Поскольку оба функционала выпуклые, то каждое
парето-оптимальное управление можно найти при некотором δ0 ⩾ 0 минимизацией
линейной комбинации J1 + δ0J2, которая и есть J(u, v).

Таким образом, полученные теоремы проиллюстрированы прикладной задачей.
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We consider the Sturm —Liouville problem with discontinuous nonlinearity, control and per-
turbation. Previously obtained results for equations with a spectral parameter and a discon-
tinuous operator are applied to this problem. By the variational method, we have established
theorems on the existence of solutions to the Sturm—Liouville problem with discontinuous
nonlinearity and to the optimal control problem, as well as on topological properties of the set
of the acceptable “control— state” pairs. A one-dimensional analog of the Gol’dshtik model
for separated flows of an incompressible fluid with control and perturbation is given as an
application.
Keywords: Sturm — Liouville’s problem, discontinuous nonlinearity, control problems, varia-
tional method, Gol’dshtik’s model.
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