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Предлагается метод ранжирования вершин графа на основе законов Кирхгофа для
определения потенциалов электрической сети. Граф представляется в виде электриче-
ской сети, где веса ребер интерпретируются как электрические проводимости. Затем ток
последовательно подается во все вершины и каждый раз определяются ранги вершин
в соответствии с их потенциалами. Для окончательного ранжирования предлагается
применять методы теории голосования на основе турнирной матрицы. Работа алгорит-
ма ранжирования проиллюстрирована на численных примерах, связанных с графами
конкретных транспортных сетей и графами взаимодействий муравьиной колонии.
Ключевые слова: граф, меры центральности, ранжирование, законы Кирхгофа, транс-
портный граф, модель электрической цепи.

1. Введение. Центральность вершины — одно из ключевых понятий при ис-
следовании структурных характеристик графа. Мера центральности демонстрирует,
насколько важна вершина для графа в целом, насколько удачно она расположена на
путях, соединяющих вершины графа, является ли она ключевой для поддержания
связей между остальными вершинами. Центральность вершины графа имеет боль-
шое значение для анализа социальных сетей, транспортных систем, электрических
и других сетей.

Для оценки центральности вершин графа могут быть использованы различные
метрики. В ряде работ применяются методы, основанные на использовании модели
электрической цепи и законов Кирхгофа [1, 2]. Граф рассматривается как электри-
ческая цепь с идеальными элементами, вершины графа являются узлами электри-
ческой цепи, ребра — проводниками электрического тока с известной пропускной
способностью. Через цепь, заземленную в некоторой вершине, пропускается электри-
ческий ток. В работах [1, 3, 4] в основе вычислений лежат токи, протекающие через
исследуемую вершину. В данной работе предлагается для оценки центральности ис-
пользовать ранги вершин графа, основанные на значениях абсолютных потенциалов
узлов электрической цепи, вычисленных с помощью правил Кирхгофа.

При анализе структуры графов могут быть применены методы теории коопе-
ративных игр [5, 7]. В этом случае можно использовать методы теории голосования,
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когда ранжирование вершин производится на основе турнирной матрицы [8], а в про-
стейшем случае после вычисления абсолютных потенциалов — правило Борда [9].

Статья построена следующим образом. В п. 2 описана общая схема нахождения
абсолютных потенциалов вершин графа, в п. 3 рассмотрены частные случаи на-
хождения рангов вершин для графа-звезды, двойной звезды и полного двудольного
графа. В п. 4 приведены результаты вычислительных экспериментов. С помощью
предлагаемого подхода проанализирована транспортная система Петрозаводскa.

2. Ранжирование вершин графа, основанное на правилах Кирхгофа.
Пусть дан неориентированный граф G = (V,E,W ), где V — множество n вершин
графа, E — множество ребер графа, W — матрица весов ребер:

W =


0 w12 w13 . . . w1n

w21 0 w23 . . . w2n

...
...

...
. . .

...
wn1 wn2 wn3 . . . 0

 .

Граф G не является ориентированным, т. е. wij = wji. Веса ребер интерпретируют-
ся как пропускная способность ребер. На основе матрицы весов можно построить

диагональную матрицу степеней вершины D, где di =
n∑

j=1

wij . Матрица L = D −W

называется матрицей Кирхгофа графа G и имеет вид

L(G) =


d1 −w12 −w13 . . . −w1n

−w21 d2 −w23 . . . −w2n

...
...

...
. . .

...
−wn1 −wn2 −wn3 . . . dn

 .

Далее рассмотрим граф G′, полученный путем добавления искусственной вер-
шины с номером n + 1, соединенной со всеми вершинами исходного графа ребрами
с одинаковой пропускной способностью δ (рис. 1).

Рис. 1. Граф G′

Тогда матрица Кирхгофа для графа G′ примет следующий вид:
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L(G′) =


d1 + δ −w12 −w13 . . . −w1n −δ
−w21 d2 + δ −w23 . . . −w2n −δ
...

...
...

. . .
...

...
−wn1 −wn2 −wn3 . . . dn + δ −δ
−δ −δ −δ . . . −δ δn

 .

Поскольку данная матрица является вырожденной, для вычислений потенциалов
необходимо удалить строку и столбец, соответствующие искусственно добавленной
вершине:

L̃(G′) =


d1 + δ −w12 −w13 . . . −w1n

−w21 d2 + δ −w23 . . . −w2n

...
...

...
. . .

...
−wn1 −wn2 −wn3 . . . dn + δ

 .

Пусть единица электрического тока подается в некоторый узел vk (k = 1, . . . , n)
электрической цепи, которая заземлена в вершине vn+1. Тогда, согласно правилам
Кирхгофа, абсолютные потенциалы узлов цепи могут быть вычислены как решение
системы уравнений

φk = L̃−1(G′)bk,

где φk = (φk
1 , φ

k
2 , . . . , φ

k
n)

T — вектор абсолютных потенциалов; bk — вектор-столбец,
элементы которого задаются по правилу bk(k) = 1, bk(i 6= k) = 0. При этом абсолют-
ный потенциал в вершине vn+1 полагается равным нулю.

В статье [4] проведено ранжирование вершин графа на основе токов, протекаю-
щих через вершину в случае, когда ток подается в вершины графа случайным обра-
зом. В настоящей работе предлагается ранжировать вершины графа, соответствую-
щие узлам электрической цепи, вычисляя потенциалы во всех вершинах цепи при
подаче тока в узел vk. Таким образом, подавая ток последовательно во все вершины
графа G, возможно получить турнирную таблицу вершин, основываясь на абсолют-
ных потенциалах. Чем большее значение потенциала получено в вершине, тем более
высокое место она займет в турнирной таблице.

Пример. Рассмотрим в качестве примера граф, представленный на рис. 2, с мат-
рицей весов W :

W =


0 300 100 0 0 0
300 0 100 0 0 0
100 100 0 500 0 0
0 0 500 0 100 100
0 0 0 100 0 300
0 0 0 100 300 0

 .

Предполагая, что в граф добавлена вершина, связанная с остальными вершинами
графа ребрами с пропускной способностью δ = 0.1, в которой заземлена электриче-
ская цепь, подадим ток в вершину 1. Будут получены следующие значения абсолют-
ных потенциалов:

φ1 = (1.670, 1.669, 1.666, 1.665, 1.663, 1.663)T .

Наибольший потенциал всегда имеет вершина, в которую подается электрический
ток, она будет получать ранг 1. Остальные вершины будут иметь ранги 2, 3, 4, 5, 5
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Рис. 2. Граф с вершинами 1–6 (100, 300, 500 — веса ребер)

соответственно номерам. В силу симметрии рассматриваемого графа при подаче тока
в вершину 2, вектор потенциалов будет отличаться только для вершин 1 и 2:

φ2 = (1.669, 1.670, 1.666, 1.665, 1.663, 1.663)T .

Если же ток подается в вершину 3, получим равные значения для равноудален-
ных вершин 1 и 2 и для симметричных им вершин 5 и 6:

φ3 = (1.666, 1.666, 1.668, 1.667, 1.665, 1.665)T .

Значения абсолютных потенциалов, расположенных в столбце k и соответствующих
вектору φk, запишем следующим образом:

1.670 1.669 1.666 1.665 1.663 1.663
1.669 1.670 1.666 1.665 1.663 1.663
1.666 1.666 1.668 1.667 1.665 1.665
1.665 1.665 1.667 1.668 1.666 1.666
1.663 1.663 1.665 1.666 1.670 1.669
1.663 1.663 1.665 1.666 1.669 1.670

 .

В табл. 1 представлены ранги вершин для каждого значения k. Стоит отметить,
что введение рангов необходимо, поскольку сумма элементов матрицы в каждой стро-
ке и каждом столбце одинакова и зависит только от выбора δ.

Таблица 1. Турнирная таблица

kВершина
1 2 3 4 5 6

∑
1 1 2 3 4 5 5 20
2 2 1 3 4 5 5 20
3 3 3 1 2 4 4 17
4 4 4 2 1 3 3 17
5 5 5 4 3 1 2 20
6 5 5 4 3 2 1 20

Просуммировав все места для различных k для каждой вершины, найдем зна-
чения, на основе которых можно снова провести ранжирование. Чем меньшее значе-
ние суммы рангов у вершины, тем более выгодное положение она занимает в графе.
Так, вершины под номерами 3 и 4 наиболее важны для данного графа, что логич-
но, поскольку ребро (3, 4) является связующим для двух групп вершин. Этот подход
в теории голосования известен как правило Борда [9].
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Можно сравнить полученные нами результаты со значениями PageRank [10]. Век-
тор значений PageRank для данного графа выглядит следующим образом: (0.14, 0.14,
0.21, 0.21, 0.14, 0.14), при этом чем большее значение получено, тем более важна вер-
шина в графе, т. е. вершины 3 и 4 также получают наиболее высокий ранг.

3. Частные случаи.
3.1. Граф-звезда.
Утверждение 1. Для графа-звезды S1 (рис. 3) из n вершин (n > 3) с веса-

ми ребер, равными единице, распределение рангов не зависит от величины δ. Ранг
центральной вершины равен 1, остальных вершин — 2.

Рис. 3. Граф-звезда S1

Для такого графа матрица Кирхгофа примет следующий вид:

L̃(S′
1) =


n− 1 + δ −1 −1 . . . −1

−1 1 + δ 0 . . . 0
−1 0 1 + δ . . . 0
... 0 0

. . . 0
−1 0 0 . . . 1 + δ

 .

Вычислим обратную матрицу:

L̃−1(S′
1) = D


(1 + δ)2 (1 + δ) (1 + δ) . . . (1 + δ)
(1 + δ) (1 + nδ + δ2) 1 . . . 1
(1 + δ) 1 (1 + nδ + δ2) . . . 1...

...
...

. . .
...

(1 + δ) 1 1 . . . (1 + nδ + δ2)

 ,

где D = 1
δ(1+δ)(n+δ) .

Вид турнирной таблицы для любого значения δ представлен в табл. 2.

Таблица 2. Турнирная таблица для графа S1

kВершина
1 2 3 . . . n

∑
1 1 2 2 . . . 2 2n− 1
2 2 1 3 . . . 3 3(n− 1)
3 2 3 1 . . . 3 3(n− 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n− 1 2 3 3 . . . 3 3(n− 1)
n 2 3 3 . . . 1 3(n− 1)

Для центральной вершины графа сумма рангов равна 2n − 1, для остальных
вершин — 3(n− 3). При n > 3 2n− 1 < 3(n− 1), значит, центральная вершина всего
будет иметь наилучший ранг.
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Утверждение 2. Для графа-звезды Sm (рис. 4) из n вершин (n > 3) с весами
ребер w1j = 1 (j = 2, . . . , n− 1), w1n = wn1 = m и матрицей Кирхгофа

L̃(S′
m) =



n− 2 +m+ δ −1 −1 . . . −1 −m
−1 1 + δ 0 . . . 0 0
−1 0 1 + δ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
−1 0 0 . . . 1 + δ 0
−m 0 0 . . . 0 m+ δ


ранги вершин будут распределяться в зависимости от веса m. Для m ∈ (0, 1) по-
лучим распределение рангов (1, 2, 2, . . . , 2, 3), для m > 1 — распределение рангов
(1, 3, 3, . . . , 3, 2), центральная вершина всегда имеет ранг 1.

Рис. 4. Граф-звезда Sm

Обратная матрица, содержащая значения абсолютных потенциалов вершин гра-
фа, будет строиться по следующей схеме:

L̃−1(S′
m) = Dm



l1 l2 l2 . . . l2 l3
l2 ld l5 . . . l5 l4
l2 l5 ld . . . l5 l4
...

...
...

. . .
...

...
l2 l5 l5 . . . ld l4
l3 l4 l4 . . . l4 l6


,

где

Dm =
1

δ(1 + δ)n−3(nm+ (n− 1)δ + 2mδ + δ2)
,

l1 = (m+ δ)(1 + δ)n−2, l2 = (m+ δ)(1 + δ)n−3,

l3 = m(1 + δ)n−2, l4 = m(1 + δ)n−3, l5 = (m+ δ)(1 + δ)n−4,

l6 = (1 + δ)n−3(m+ (n− 1)δ +mδ + δ2),

ld = (1 + δ)n−4(m+ δ + nmδ + (n− 1)δ2 + 2mδ2 + δ3).

В табл. 3 представлено распределение рангов для случая, когда m ∈ (0, 1). Для
n > 3 значения 2n−1 < 3n−3 < 4n−4, соответственно центральная вершина звезды
имеет наилучший ранг; вершина, связанная с центральной ребром весом m, получает
наихудший ранг.
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Таблица 3. Турнирная таблица для графа Sm, m ∈ (0, 1)

kВершина
1 2 3 . . . n− 1 n

∑
1 1 2 2 . . . 2 2 2n− 1
2 2 1 3 . . . 3 3 3n− 3
3 2 3 1 . . . 3 3 3n− 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n− 1 2 3 3 . . . 1 3 3n− 3
n 3 4 4 . . . 4 1 4n− 4

Таблица 4. Турнирная таблица для графа Sm, m > 1

kВершина
1 2 3 . . . n− 1 n

∑
1 1 2 2 . . . 2 2 2n− 1
2 3 1 4 . . . 4 3 4n− 5
3 3 4 1 . . . 4 3 4n− 5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n− 1 3 4 4 . . . 1 3 4n− 5
n 2 3 3 . . . 3 1 3n− 3

Для m > 1 при n > 3 значения 2n − 1 < 3n − 3 < 4n − 5, ранг центральной
вершины наилучший, ранги вершин, связанных с центральной ребрами единичного
веса, являются наихудшими (табл. 4).

3.2. Двудольный граф.
Утверждение 3. Для полного двудольного графа Km,n−m (рис. 5) с n верши-

нами (n > 2m), которые разделены на два непересекающихся множества V1 и V2 так,
что |V1| = m, |V2| = n−m, и с весами ребер, равными единице, распределение рангов

Рис. 5. Полный двудольный граф Km,n−m

не зависит от значения δ. Вершины из множества V1 имеют ранги 1, вершины из
множества V2 — ранги 2.
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Матрица Кирхгофа представима в блочном виде

L̃(K ′
m,n−m) =

(
(n−m+ δ)Em | −1m×n−m

−1n−m×m | (m+ δ)En−m

)
,

где E — единичная матрица; 1 — матрица единиц. В этом случае обратная матрица
может быть найдена с помощью формулы Фробениуса(

A B
C D

)−1

=

(
A−1 +A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
,

в которой H = D − CA−1B. Тогда

H = (m+ δ)En−m − m

n−m+ δ
1n−m×n−m,

L̃−1(K ′
m,n−m) = Dm,n−m

(
(l1 − l2)Em + l21m×m l31m×n−m

l31m×n−m (l4 − l5)En−m + l21n−m×n−m

)
,

Dm,n−m =
1

δ(m+ δ)(n−m+ δ)(n+ δ)
,

l1 = (m+ δ)(n−m+ nδ + δ2), l2 = (n−m)(m+ δ), l3 = (m+ δ)(n−m+ δ),

l4 = (n−m+ δ)(m+ nδ + δ2), l5 = m(n−m+ δ).

Рассмотрим турнирную матрицу для графа Km,n−m (табл. 5). Величина 2n−2+
m < 3n−2−m при n > 2m, соответственно вершины из множества V1 имеют ранги 1,
вершины из множества V2 — ранги 2.

Таблица 5. Турнирная таблица для графа Km,n−m

kВершина 1 2 . . . m m+ 1 . . . n− 1 n

∑
1 1 3 . . . 3 2 . . . 2 2 2n− 2 +m
2 3 1 . . . 3 2 . . . 2 2 2n− 2 +m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m− 1 3 3 . . . 3 2 . . . 2 2 2n− 2 +m
m 2 2 . . . 1 3 . . . 3 3 2n− 2 +m

m+ 1 2 2 . . . 2 1 . . . 3 3 3n− 2−m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n− 1 2 2 . . . 2 3 . . . 1 3 3n− 2−m
n 2 2 . . . 2 3 . . . 3 1 3n− 2−m

3.3. Двойная звезда. Под двойной звездой будем понимать граф Sp,q, получен-
ный путем объединения двух графов-звезд Sp и Sq (p, q > 2) общим ребром (рис. 6).
Матрица Кирхгофа такого графа имеет вид

L̃(S′
p,q) =

(
Ap×p | Bp×q

Cq×p | Dq×q

)
,

Ap×p =


p+ δ −1 −1 . . . −1
−1 1 + δ 0 . . . 0
−1 0 1 + δ . . . 0
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 . . . 1 + δ

, Dq×q =


q + δ −1 −1 . . . −1
−1 1 + δ 0 . . . 0
−1 0 1 + δ . . . 0
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 . . . 1 + δ

,
элементы матриц B,C b11, c11 = −1, остальные элементы равны нулю.
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Рис. 6. Двойная звезда Sp,q

Утверждение 4. Для двойной звезды Sp,q в случае, если p < q, ранг вершины
v1, имеющей p соседей, всегда ниже ранга вершины vp+1 с q соседями.

Матрица абсолютных потенциалов также представима в виде блочной матрицы

L̃−1(S′
p,q) = Dp,q

(
A′

p×p | B′
p×q

C ′
q×p | D′

q×q

)
,

Dp,q =
1

δ(1 + δ)p+q−4
((
1 + (p+ 1)(q + 1)

)
δ + (p+ q + 2)δ2 + δ3

) ,

A′
p×p = a


(1 + δ)2 1 + δ 1 + δ . . . 1 + δ
1 + δ ad 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 + δ 1 1 . . . ad

 ,

a = (1 + δ)(1 + (q + 1)δ + δ2),

ad = δ2 + (p+ 1)δ + 1 +
(q − 1)δ

1 + ((1 + q)δ + δ2)
,

B′
p×q = (1 + δ)p+q−4


(1 + δ)2 1 + δ 1 + δ . . . 1 + δ
1 + δ 1 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 + δ 1 1 . . . 1

 .

Аналогично строится матрица C ′
q×p:

D′
q×q = d


(1 + δ)2 1 + δ 1 + δ . . . 1 + δ
1 + δ dd 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 + δ 1 1 . . . dd

 ,

d = (1 + δ)p+q−5(1 + (p+ 1)δ + δ2),

dd = δ2 + (q + 1)δ + 1 +
(p− 1)δ

1 + ((1 + p)δ + δ2)
.

Распределение рангов вершин представлено в табл. 6. Сумма рангов вершин,
расположенных в центрах звезд, связаны соотношением 4p+2q− 2 < 2p+4q− 2, что
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Таблица 6. Турнирная таблица для графа Sp,q

kВершина 1 2 . . . p− 1 p p+ 1 . . . p+ q − 1 p+ q

∑
1 1 2 . . . 2 3 4 . . . 4 4 2p+ 4q − 2
2 2 1 . . . 3 4 5 . . . 5 5 3p+ 5q − 4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p− 1 2 3 . . . 1 4 5 . . . 5 5 3p+ 5q − 4
p 3 4 . . . 4 1 2 . . . 2 2 4p+ 2q − 2

p+ 1 4 5 . . . 5 2 3 . . . 3 3 5p+ 3q − 4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p+ q − 1 4 5 . . . 5 2 3 . . . 1 3 5p+ 3q − 4
p+ q 4 5 . . . 5 2 3 . . . 3 1 5p+ 3q − 4

всегда верно для p < q, т. е. вершина — центр звезды с q соседями всегда будет иметь
ранг 1. При этом соотношение 2p+ 4q − 2 < 5p+ 3q − 4 верно для q + 2 < 3p, значит
ранг 2 может быть присвоен как вершине v1 с p соседями, так и висячим вершинам
звезды Sq. Ранг висячих вершин графа Sp всегда наихудший, так как 3p + 5q − 4
принимает наибольшие значения для p < q, p, q > 2.

4. Вычислительные эксперименты.
4.1. Районы г.Петрозаводск. Рассмотрим граф, имеющий следующую струк-

туру: вершины графа, построенного на основе транспортной системы Петрозаводска
[11], были поделены на непересекающиеся подмножества, соответствующие районам
города (рис. 7). Здесь метки вершин соответствуют нумерации в табл. 7. Если два
района соединены автомобильными дорогами напрямую, то между соответствующи-
ми им вершинами есть ребро. Длины ребер пропорциональны длинам соответствую-
щих кратчайших путей в исходном графе. Так, например, районы 16 и 12 связаны
более длинным путем, чем районы 16 и 19.

Таблица 7. Ранжирование вершин
транспортного графа

№ Район города Сумма рангов PageRank
1 Голиковка 147 0.057171
2 Древлянка 155 0.038292
3 Железнодорожный 171 0.037208
4 Зарека 140 0.064489
5 Каменный бор 160 0.054556
6 Кирпичный завод 212 0.021275
7 Ключевая 175 0.052078
8 Кукковка 166 0.057698
9 Октябрьский 156 0.05312
10 Первомайский 151 0.054764
11 Перевалка 131 0.074412
12 Пески 202 0.037077
13 Птицефабрика 205 0.028448
14 Рыбка 154 0.060789
15 Сайнаволок 195 0.032919
16 Северная промзона 156 0.059534
17 Соломенное 213 0.035842
18 Сулажгора 174 0.043686
19 Тепличный 169 0.034296
20 Томицы 193 0.040282
21 Центр 133 0.062062

242 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 2



Рис. 7. Транспортный граф районов города (см. табл. 7)

Веса ребер для расчета выбираются равными величинам, обратным длинам до-
рог, соединяющим районы города. Значение δ = 0.1. Так же, как в рассмотренном
примере (см. с. 235), были вычислены абсолютные потенциалы для случаев, когда
ток подается последовательно в вершины графа от 1 до 21.

В табл. 7 приведены суммы рангов, вычисленные на основе правил Кирхгофа
и по методу PageRank. При этом наиболее важные вершины графа имеют наимень-
шее значение ранга по правилам Кирхгофа, но наибольшее, вычисленное по методу
PageRank. Для удобства сравнения результатов данные были нормированы, а зна-
чения PageRank рассмотрены с противоположным знаком и упорядочены (рис. 8).
Наилучшие ранги получены для районов Перевалка, Центр, Зарека, Голиковка, ко-
торые хорошо встроены в транспортную систему города, наихудшие — для удаленных
районов города, таких как Кирпичный завод, Птицефабрика, Соломенное и Сайна-
волок.

4.2. Транспортная система г. Петрозаводск. Далее рассмотрим граф, по-
строенный на основе транспортной системы Петрозаводска (рис. 9). Вершинам графа
соответствуют перекрестки дорог, по которым возможно автомобильное движение.
Данный граф содержит 1531 вершину и 2081 ребро.

Аналогично предыдущим примерам были вычислены суммы рангов вершин гра-
фа, основанные на значениях абсолютных потенциалов узлов. Для вектора рангов
была построена тепловая карта (рис. 10). Бо́льший размер узла на карте и более тем-
ный окрас соответствует более высокому рангу вершины. Видно, что наблюдается
скопление вершин высоких рангов в районах Кукковка и Перевалка. Схожие резуль-
таты для этих районов были получены в работе [11] при вычислении значений цен-
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Рис. 8. Сравнение значений, полученных с помощью правила Кирхгофа (KR)
и по методу PageRank(PR)

тральности вершин с помощью модифицированного метода Майерсона [12] и метода
PageRank. Подобные результаты можно объяснить скоплением значительного числа
маленьких улочек с небольшой протяженностью автомобильных дорог, что, в свою
очередь, приводит к появлению в графе ребер со значимой пропускной способностью
(вес ребра выбирается равным величине, обратной длине дороги), а также большого
числа коротких циклов.

4.3. Муравьиная колония. Группа ученых фиксировала время взаимодей-
ствия между парами муравьев внутри колонии при условии, что в определенный
момент несколько муравьев подвергаются заражению [13]. В результате были полу-
чены графы взаимодействий, где вершины — это муравьи, а веса ребер между этими
вершинами равны суммарному времени контакта в ходе эксперимента. Для удобства
представления данных ребра, описывающие взаимодействие между муравьями, длив-
шееся менее 15 % от максимально возможного внутри колонии, были удалены.

На рис. 11, а изображен граф взаимодействий колонии до заражения. Вершина,
соответствующая матке («queen»), показана треугольником. В графе взаимодействий
до заражения наиболее высокие ранги получены муравьями из группы «nurses» (вер-
шины 19, 45, 59). На рис. 11, б соответствующие им вершины закрашены наиболее
темным.

После заражения (рис. 12, а) контакты с зараженными особями были ограниче-
ны, они образовали свою сеть взаимодействий, при этом наилучший ранг получен
вершиной 102 — маткой колонии (рис. 12, б). Зараженные особи были выбраны из
группы «foragers». Все они, за исключением вершины 9, были изолированы и полу-
чили близкие ранги. Представим ранги зараженных особей до и после заражения:

№ 9 37 47 49 50 64 73 76 104
Ранг до заражения 81 47 62 59 93 77 83 69 92
Ранг после заражения 39 72 73 71 75 70 73 73 78
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Рис. 9. Транспортный граф Петрозаводска

Рис. 10. Тепловая карта рангов вершин транспортного графа
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Рис. 11. Граф взаимодействий (а) и тепловая карта (б ) муравьиной колонии до заражения
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Рис. 12. Граф взаимодействий (а) и тепловая карта (б ) муравьиной колонии
после заражения

5. Заключение. В работе продемонстрирован подход к ранжированию вершин
графа, основанный на значениях абсолютных потенциалов узлов электрической цепи.
Предложена двухэтапная процедура ранжирования, где на первом этапе вершины
ранжируются на основании абсолютных потенциалов при последовательной подаче
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тока во все узлы цепи. На втором этапе строится турнирная таблица и проводится
окончательное ранжирование, основанное на сумме ранее найденных рангов.

Получены распределения рангов вершин для графа-звезды, двойной звезды
и полного двудольного графа. Подход апробирован на графах, построенных для
транспортной системы Петрозаводскa; результаты ранжирования согласуются с опре-
деленными ранее с помощью метода PageRank и модифицированного метода Майер-
сона.
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Graph vertices ranking using absolute potentials of electric circuit nodes∗
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For citation: Mazalov V. V., Khitraya V. A. Graph vertices ranking using absolute potentials
of electric circuit nodes. Vestnik of Saint Petersburg University. Applied Mathematics. Computer
Science. Control Processes, 2023, vol. 19, iss. 2, pp. 233–250.
https://doi.org/10.21638/11701/spbu10.2023.209 (In Russian)

A method for ranking the vertices of a graph based on Kirchhoff’s laws for determining the
potentials of an electrical network is proposed. The graph is represented as an electrical net-
work, where the edge weights are interpreted as electrical conductivities. Next, the current is
supplied to one of the vertices, and the absolute potentials of all vertices are determined by
the Kirchhoff method. Based on the obtained potential values, the vertices are ranked. Then
the current is sequentially applied to all vertices and the ranking is performed each time. For
the final ranking, it is proposed to apply the ranking procedure based on the tournament
matrix. The operation of the ranking algorithm is illustrated by numerical examples related
to graphs of specific transport networks.
Keywords: graph, centrality measure, ranking procedure, Kirchhoff’s circuit laws, transporta-
tion network, electrical circuit model.
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