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Представлен эффективный метод расчета места стационарной утечки газа в скважинах
и газопроводах средних и сверхвысоких давлений. Предложен алгоритм построения по
экспериментальным данным зависимости от давления и температуры коэффициента
сжимаемости газовой смеси с преобладанием метана в области сверхвысоких давлений.
Алгоритм расчета координаты места утечки основан на методе Беллмана квазилинеа-
ризации нелинейных задач, в котором дополнительно на каждой итерации используется
гипотеза о линейной зависимости давления и температуры от координаты места утечки.
Рассмотрен вопрос выбора начального приближения, обосновано преимущество расче-
та начального приближения по упрощенной неизотермической модели течения. При-
ведены примеры решения задач, представляющих практический интерес, и продемон-
стрирована высокая точность расчета местоположения утечки газа по разработанному
алгоритму в газопроводах средних (порядка 9 МПа) и сверхвысоких (порядка 20 МПа)
давлений при средних и малых утечках газа.
Ключевые слова: место утечки, газопроводы, сверхвысокие давления, уравнения со-
стояния, коэффициент сжимаемости, математические модели, метод идентификации
параметра.

1. Введение. Большинство известных аварий на различных газопроводах связа-
но с их разгерметизацией. Повышение надежности и безопасности транспортировки
газа по трубам невозможно без решения задачи обнаружения и устранения утечки га-
за. Как известно, особенно сложной является задача расчета местоположения малых
утечек в подземных и морских газопроводах большой протяженности. В настоящее
время предложено немало подходов к нахождению места утечки газа в трубах и сква-
жинах. Обзор публикаций по этой теме содержится, например, в работах [1–4]. В [3]
приведен обзор работ как по обнаружению утечек с помощью моделирования процес-
сов в газопроводах, так и по новым тенденциям, связанным с использованием кон-
трольно-измерительных зондов. Краткому обзору внутренних (модельных) и внеш-
них (акустических, оптических) методов обнаружения утечки газа в трубопроводах
посвящена статья [4].

Настоящая работа продолжает исследование метода расчета места установившей-
ся утечки газа, представленное в [5]. Метод относится к внутренним (модельным) ме-
тодам, которые отличаются экономичностью и простотой реализации. Он позволяет
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рассчитать место утечки газа по данным измерений давления и расхода на входе
и выходе из газопровода (или по этим данным на каждом из участков, на которые
разбивается протяженный газопровод).

Точность расчета места утечки модельными методами зависит от адекватности
выбранной модели течения в штатном режиме (без утечки). Адекватность модели
обеспечивается выбором уравнения состояния, выбором зависимости удельной изо-
барной теплоемкости от давления и температуры [6] и выбором зависимостей коэф-
фициента гидравлического сопротивления и суммарного коэффициента теплопереда-
чи от параметров задачи [7]. Как отмечается в книге [7], надежнее всего рассчитывать
постоянные средние значения коэффициента гидравлического сопротивления и сум-
марного коэффициента теплопередачи на исследуемом участке газопровода методом
идентификации параметров. Точность расчета места утечки зависит, кроме того, от
точности измерения расхода и давления газа. В настоящее время существуют датчи-
ки давления, температуры и расхода газа, обеспечивающие необходимую точность их
измерения (см., например, [8, 9]).

Представленный в работе итерационный алгоритм расчета места утечки газа
по выбранной модели течения базируется на методе квазилинеаризации нелинейных
краевых задач Беллмана и содержит ряд особенностей, которые обеспечили эффек-
тивность этого алгоритма. Так, дополнительно на каждой итерации используется
гипотеза о линейной зависимости давления и температуры от искомой координаты
места утечки. Справедливость этой гипотезы для средних и сверхвысоких давлений
обоснована в работах [4, 5]. Анализ различных вариантов задания начального при-
ближения для координаты места утечки показал, что наибольшую точность расчета
и максимальную скорость сходимости итерационного процесса обеспечивает задание
начального приближения, рассчитанного по упрощенной неизотермической модели
течения [10, 11].

2. Математическая модель установившегося течения смеси газов по га-
зопроводу постоянного круглого сечения. Как известно [12], одномерная модель
установившегося неизотермического течения газа по трубам при постоянных λ, β, cp
записывается следующим образом:

ρuS = Q0, (1)
d

dz
(p+ ρu2) = −λρu|u|

4R
+ ρg cosαz, (2)

ρucp
dT

dz
= ρuT

(
∂(1/ρ)

∂T

)
p

dp

dz
+
λρu2|u|
4R

− 2β
T − T ∗

R
, (3)

ρ =
p

RgTZ
, (4)

Z = Z(p, T ). (5)

В системе уравнений (1)–(5) Z(p, T ) — коэффициент сжимаемости газовой смеси;
Rg — газовая постоянная, зависящая от состава газовой смеси; z, L — координата
вдоль оси газопровода и его длина; ρ, p, T , u — плотность, давление, температура
и скорость газа соответственно; R, S — внутренний радиус и площадь поперечного
сечения газопровода; g — ускорение свободного падения; αz — угол между направле-
нием силы тяжести и осью газопровода в z-м сечении; λ — коэффициент гидравли-
ческого сопротивления; β — суммарный коэффициент теплопередачи; cp — удельная
изобарная теплоемкость газовой смеси; Q0 — массовый расход газа на входе; T ∗ —
температура окружающей среды.
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Система уравнений (1)–(5) дополняется граничным условием на входе в газопро-
вод:

z = 0 : p = pe, T = Te. (6)

В общем случае величины λ, β и cp являются функциями давления, температуры
газа и параметров конструкции газопровода. Адекватность математической модели
(1)–(5) зависит от выбора коэффициента сжимаемости Z(p, T ) и величин λ, β, cp
в исследуемом диапазоне изменений давления и температуры. В книге [7] подробно
рассмотрены методы расчета λ, β, cp и приведены оценки влияния их непостоянства
на рассчитываемые характеристики течения.

Система уравнений (1)–(5) с граничным условием (6) приводится к безразмерно-
му виду. Безразмерные величины вводятся следующим образом:

z̃ =
z

L
, p̃ =

p

pc
, T̃ =

T

Tc
, ρc =

pc
Rg Tc Zc

, ρ̃ =
ρ

ρc
, ũ =

uρcS

Q0
,

p0 =
pe
pc
, T0 =

Te
Tc
, Ts =

T ∗

Tc
, Zc = Z(pc, Tc).

(7)

В (7) pc и Tc — критические давление и температура газовой смеси. Расчеты про-
водились для смеси газов из 12 компонент с преобладанием метана. Состав смеси,
значения pc и Tc, а также величина газовой постоянной Rg смеси взяты из книги [7],
они приведены далее в наборе параметров (см. с. 228, формула (42)).

В безразмерной форме система уравнений (1)–(5) и граничное условие (6) записы-
ваются для горизонтальных трасс следующим образом (волнистые линии у безраз-
мерных величин опущены везде, где это не приводит к двусмысленности):

ρu = 1, (8)
d

dz

(
p+m1

TZ

p

)
= −m2

TZ

p
, (9)

dT

dz
= m3

T

p

(
Z + T

∂Z

∂T

)
dp

dz
+m2m3

(
TZ

p

)2

−m4(T − Ts), (10)

ρ = pZc/(T Z), (11)
Z = Z(p, T ). (12)

z = 0 : p = p0, T = T0. (13)

Безразмерные комплексы m1, . . . ,m4 для постоянных величин λ, β, cp равны

m1 =

(
Q

S

)2
RgTc
p2c

, m2 = m1
λL

4R
, m3 =

Rg

cp
,

m4 =
2Lβ S

RcpQ
, S = πR2.

(14)

3. Расчет средних постоянных величин cp и λ. Алгоритм расчета cp зависит
от вида уравнения состояния. При давлениях на входе в газопровод, не превышаю-
щих 10 МПа, коэффициент сжимаемости Z(p, T ) может быть рассчитан по уравнению
Бертло, приведенному далее (см. с. 225). В работе [11] для этого случая получено
явное аналитическое выражение для среднеинтегральной величины < cp >, кото-
рое позволяет непосредственно рассчитать постоянное среднее значение cp в задан-
ной области изменений давления и температуры для смеси газов заданного состава.
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Сложнее обстоит дело в области сверхвысоких давлений, в которой универсальная
зависимость коэффициента сжимаемости Z(p, T ) является весьма громоздкой [11].
Поэтому в области высоких давлений значение cp(p, T ) рассчитывалось по алгорит-
му, основанному на аналитическом уравнении состояния Редлиха — Квонга [7]. Далее
выбиралось среднее значение cp(p, T ) в заданной области изменений давления и тем-
пературы.

Для расчета коэффициента гидравлического сопротивления λ известен целый
ряд полуэмпирических законов, таких как законы Коулбрука — Уайта, Хааланда,
СТО Газпром и др. [7]. Коэффициент гидравлического сопротивления λ зависит от
числа Рейнольдса Re, коэффициента ks эквивалентной равномерно-зернистой ше-
роховатости внутренней поверхности газопровода и от его внутреннего радиуса R.
Число Рейнольдса Re выражается через расход Q газа, внутренний радиус R и ко-
эффициент динамической вязкости µ, являющийся функцией давления и температу-
ры. Расчеты приведенных далее вариантов транспортировки газа проводились для
газопровода с внутренним радиусом R = 0.5м и коэффициентом шероховатости
ks = 1.3 · 10−5 м; коэффициент динамической вязкости µ(p, T ) определялся по фор-
муле Дина — Стила [7]. Расчет λ проводился по закону, рекомендованному СТО Газ-
пром, который приведен в нормах технологического проектирования магистральных
газопроводов [13]. Заметим, что найденное таким образом значение λ для всех рас-
смотренных вариантов расхода и давления на входе было меньше, чем рассчитанное
по закону Хааланда [7]. Но тенденция изменения λ с изменением Q, p, T по обоим за-
конам была одинаковой. Далее выбиралось среднее значение λ(Q, p, T ) при заданном
расходе Q в заданной области изменений давления и температуры.

4. Прямая задача. Расчет распределений давления и температуры
при заданной утечке газа. В штатном режиме, т. е. при отсутствии утечки газа,
расход на выходе равен расходу на входе в газопровод. Ситуация изменяется при
наличии утечки. Обозначим размерную координату сечения газопровода, в котором
происходит утечка газа, через za.

Предполагается, что при возникновении стационарной утечки, связанной с раз-
герметизацией газопровода, спустя некоторое время устанавливается новый стацио-
нарный режим, при котором на выходе из газопровода давление P l

L и расход прини-
мают новые значения, при этом выполняется равенство

Q =

{
Q0 при 0 ⩽ z < za,

Ql при za ⩽ z ⩽ L.

Разность δQ = Q0 − Ql определяет размер утечки газа. Величины Q0, Ql —
размерные, P l

L — размерное давление на выходе из газопровода при наличии утечки.
Безразмерная модель (8)–(13), разрешенная относительно производных, приводится
к виду

ρu = 1,
dp

dz
=
f5 − f2f6
f1 − f2f3

= F1(p, T ),

dT

dz
=
f1f6 − f3f5
f1 − f2f3

= F2(p, T ),

ρ = pZc/
(
TZ(p, T )

)
.

(15)
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Зависимости безразмерных функций f1, . . . , f6 в системе (15) от безразмерных p и T
и от безразмерных комплексов m1, . . . ,m4 (14) имеют вид

f1(p, T ) = 1 +m1
T

p

(
−Z
p
+
∂Z

∂p

)
,

f2(p, T ) =
m1

p

(
Z + T

∂Z

∂T

)
,

f3(p, T ) = −m3
T

p

(
Z + T

∂Z

∂T

)
,

f5(p, T ) = −m2TZ/p,

f6(p, T ) = m2m3(TZ/p)
2 −m4(T − Ts).

Обозначим безразмерную координату места утечки через la, la = za/L. Коорди-
ната la в прямой задаче считается известной. Газопровод разбивается на два участка:

z ∈ [0, la] и z ∈ [la, 1].

На первом участке система (15) решается в области z ∈ [0, la] с безразмерными
комплексами (14), рассчитанными при Q0, λ(Q0, p, T ), с граничным условием (13). На
втором участке система (15) решается в области z ∈ [la, 1] с безразмерными комплек-
сами (14), рассчитанными при Ql, λ(Ql, p, T ), с граничным условием

z = la : p2 = p1(la), T2 = T1(la),

в котором величины p1(la), T1(la) рассчитаны на первом участке.
В результате решения прямой задачи при заданных величинах la, pe, Te, Q0 и Ql

определяются распределения безразмерных давления и температуры на первом и вто-
ром участках: p1(z), T1(z), p2(z), T2(z).

5. Обратная задача. Расчет la. Обратная задача расчета la решается мето-
дом идентификации параметра, в котором предполагается, что искомый параметр
la входит в правые части дифференциальных уравнений системы (15). Это, как по-
казано в [12], достигается введением новых безразмерных координат, определенных
следующими равенствами:

на первом участке

y = z/(2la), z ∈ [0, la] → y ∈ [0, 1/2],

на втором участке

x = 1− 1− z

2(1− la)
, z ∈ [la, 1] → x ∈ [1/2, 1].

Безразмерная система уравнений (15) для первого участка, дополненная усло-
вием неизменности параметра la, записывается таким образом:

dp1
dy

= 2laF1(p1, T1) = Φ1(p1, T1, la),

dT1
dy

= 2laF2(p1, T1) = Φ2(p1, T1, la),

dla
dy

= 0.

(16)
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Граничное условие на входе в первый участок для системы (16) имеет вид

y = 0: p1 = p0, T1 = T0. (17)

Для второго участка безразмерная система уравнений (15), дополненная усло-
вием неизменности параметра la, записывается так:

dp2
dx

= 2(1− la)F̃1(p2, T2) = Ψ1(p2, T2, la),

dT2
dx

= 2(1− la)F̃2(p2, T2) = Ψ2(p2, T2, la),

dla
dx

= 0.

(18)

Граничное условие на входе во второй участок для системы (18) имеет вид

x = 1/2 : p2 = p1(1/2), T2 = T1(1/2). (19)

В системе (18) функции F̃1(p2, T2) и F̃2(p2, T2) рассчитываются при безразмерных
комплексах (14), в которых расход и коэффициент гидравлического сопротивления
соответствуют второму участку.

На первом и втором участках задача идентификации параметра la решается ме-
тодом квазилинеаризации Беллмана. Подробно этот метод описан, например, в книге
[7]. Решение как системы (16), так и системы (18) ищется итерационно, на каждой
итерации системы нелинейных уравнений линеаризуются относительно предыдущей
итерации.

Продемонстрируем алгоритм метода на примере решения системы (16) на первом
участке. Для наглядности представим данную систему в векторной форме:

du

dy
= Φ(u), u =

 p1(y)
T1(y)
la

 , Φ =

 Φ1

Φ2

0

 . (20)

Расчет la на (s + 1)-й итерации. На s-й итерации вектор неизвестных счи-
тается найденным. Вектор неизвестных us+1 на (s + 1)-й итерации определяется из
следующего линеаризованного уравнения:

dus+1

dy
= Φ(us) + Js

Φ(u
s+1 − us). (21)

Матрица Якоби Js
Φ, равная

Js
Φ =

 Φ1p1
Φ1T 1 Φ1la

Φ2p1
Φ2T 1 Φ2la

0 0 0

 , (22)

в каждой точке (y) первого участка рассчитывается при значениях давления ps1(y),
температуры T s

1 (y) и lsa, найденных на s-й итерации. Элементы матрицы Якоби яв-
ляются частными производными от функций Φ1, Φ2 по p1, T1 и la.

Дальнейшее упрощение уравнения (21) основано на гипотезе о линейной зави-
симости ps+1

1 и T s+1
1 от параметра ls+1

a в каждой точке (y) первого участка при ис-
следуемых величинах утечки из рассматриваемого диапазона изменений давления
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и температуры:
ps+1
1 (y) = a1(y)l

s+1
a + a3(y),

T s+1
1 (y) = a2(y)l

s+1
a + a4(y).

(23)

Проведенное по прямой задаче численное исследование зависимости давления и тем-
пературы от безразмерной координаты места утечки при разных значениях расхода
и различных величинах утечки газа подтвердило обоснованность этой гипотезы и для
первого, и для второго участков как для средних давлений, не превышающих 10 МПа
[5], так и для сверхвысоких давлений (порядка 20 МПа [4]) при наборе характерных
неизменных параметров задачи (см. с. 228, формула (42)).

В векторной форме линейные представления (23) записываются следующим об-
разом:

us+1 = Cus+1 + g, C =

 0 0 a1(y)
0 0 a2(y)
0 0 1

 , g =

 a3(y)
a4(y)
0

 . (24)

Линеаризованное уравнение (21) с учетом представления вектора us+1 (24) при-
водит к таким уравнениям относительно матрицы C и вектора g:

dC

dy
= Js

ΦC, (25)

dg

dy
= Φ(us) + Js

Φ(g − us). (26)

Матричное уравнение (25) эквивалентно системе двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно функций a1(y) и a2(y), а векторное уравнение
(26) эквивалентно системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений отно-
сительно функций a3(y) и a4(y). Граничные условия для функций a1(y), a2(y), a3(y),
a4(y) следуют из граничного условия (17), справедливого на любой итерации, и из
линейного представления (23). Эти граничные условия имеют вид

y = 0 : a1 = 0, a2 = 0, a3 = p0, a4 = T0. (27)

В результате численного решения этих двух систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений рассчитываются функции a1(y), a2(y), a3(y), a4(y), в частности, их
значения при y = 1/2.

На втором участке аналогичным образом решается система (18) с граничным
условием (19). Используется гипотеза о линейной зависимости функций ps+1

2 (x)
и T s+1

2 (x) от ls+1
a в каждой точке (x) второго участка:

ps+1
2 (x) = b1(x)l

s+1
a + b3(x),

T s+1
2 (x) = b2(x)l

s+1
a + b4(x).

(28)

Функции b1(x), b2(x), b3(x), b4(x) рассчитываются при граничных условиях

x = 1/2 : bk = ak(1/2), k = 1, . . . , 4, (29)

которые следуют из условий (19), справедливых на любой итерации. По рассчитан-
ным функциям b1(x) и b3(x) определяются величины b1(1) и b3(1) на конце газопро-
вода. Из линейного представления (28) при x = 1 для давления на конце газопровода
следует равенство

ps+1
2 (1) = b1(1)l

s+1
a + b3(1),

224 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 2



которое приводит к такому выражению для величины ls+1
a :

ls+1
a =

ps+1
2 (1)− b3(1)

b1(1)
. (30)

Давление ps+1
2 (1) на выходе из газопровода при утечке на любой итерации счи-

тается известным, равным ps+1
2 (1) = plL, plL = P l

L/pc, здесь P l
L — размерное давление,

измеренное на конце газопровода при утечке. Решение задачи расчета безразмерной
координаты места утечки газа на (s+1)-й итерации дается формулой (30). Алгоритм
решения задачи идентификации параметра la на следующих итерациях аналогичен
представленному алгоритму (16)–(30).

Условием окончания итерационного процесса служит выполнение неравенства∣∣ls+1
a − lsa

∣∣ ⩽ ε,

в котором величина ε определяется заранее в результате вычислительного экспери-
мента для заданного набора параметров в рассматриваемой задаче. Для установ-
ления практической сходимости итерационного процесса достаточно проверить, что
с ростом номера итерации убывает величина δls+1

a , равная

δls+1
a =

∣∣∣∣ ls+1
a − lsa
lsa

∣∣∣∣ .
6. Уравнение состояния. В задачах расчета места утечки газа удобно исполь-

зовать в качестве независимых термодинамических переменных давление и темпера-
туру. Это определяет выбор уравнения состояния в виде (4). Как известно, в широком
диапазоне изменений давления и температуры для смесей газа разного состава непро-
сто задать единый вид зависимости Z(p, T ). Более точны аналитические уравнения
состояния [14], однако они являются кубическими относительно коэффициента сжи-
маемости, что затрудняет их непосредственное применение в модели (1)–(5).

Для средних давлений, не превышающих 10 МПа, хорошо зарекомендовало себя
уравнение состояния с коэффициентом сжимаемости Бертло [12]:

ZB(p, T ) = 1 + c1
p

T
− c2

p

T 3
. (31)

Здесь p, T — безразмерные давление и температура, c1, c2 — безразмерные константы.
Сложнее обстоит дело в области сверхвысоких давлений, порядка 20 МПа. Из-

вестно немало универсальных зависимостей для коэффициента сжимаемости, напри-
мер уравнение Американской Газовой Ассоциации, рекомендованное в [13]. Однако
громоздкость универсальной зависимости коэффициента сжимаемости Z(p, T ) ста-
вит под сомнение целесообразность ее использования в задачах, в которых диапазон
изменений p и T заведомо ограничен. Существуют также немало приближенных за-
висимостей коэффициента сжимаемости в области высоких давлений, в частности
зависимость Латонова— Гуревича, рассмотренная в работе [4].

При решении практических задач надежнее всего определять вид зависимости
коэффициента сжимаемости по экспериментальным данным p− V − T , полученным
для изучаемой смеси газов в исследуемом диапазоне изменений температуры и дав-
ления (V = 1/ρ).

В настоящей работе в качестве экспериментальных данных p− V − T использо-
вались данные расчета по уравнению состояния Редлиха — Квонга для смеси газов
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с преобладанием метана, характерной для многих задач транспортировки природ-
ного газа. (Состав этой смеси из 12 компонент, величины критических давления pc
и температуры Tc смеси, а также газовая постоянная Rg смеси взяты из книги [7], их
значения приведены в наборе параметров (см. (42)).)

Уравнение Редлиха—Квонга в терминах коэффициента сжимаемости ZRK , как
известно [14], записывается в виде

Z3
RK − Z2

RK + (A−B2 −B)ZRK −AB = 0,

A =
Ωap̃

T̃ 2.5
, B =

Ωbp̃

T̃
,

Ωa = 0.4274802327, Ωb = 0.086640350,

p̃ = p/pc, T̃ = T/Tc.

(32)

(В (32) p и T — размерные величины.) Алгоритм построения зависимости Z(p, T )
по экспериментальным данным состоит в следующем. Для визуального определения
характера зависимости Z(p, T ) по экспериментальным данным строятся графики по-
верхности с различным количеством точек измерения p−V −T (от нескольких тысяч
до миллиона). Для рассматриваемой смеси газов в исследуемом диапазоне изменений
сверхвысоких давлений и температуры от 40 до 5 ◦С анализ построенных графиков
привел к выводу о том, что поверхность Z(p, T ) должна удовлетворительно аппрок-
симироваться поверхностью второго порядка. Соответствующие коэффициенты рас-
считывались методом наименьших квадратов с заданной целевой функцией. Такой
подход имеет ряд преимуществ по сравнению с полиномиальной аппроксимацией экс-
периментальных данных, в частности, он позволяет выбирать наиболее удобный для
дальнейших расчетов вид целевой функции, кроме того, для него существует про-
граммное обеспечение со свободным исходным кодом, например Gnuplot и библиотека
LAPACK.

Зависимость ZW , найденная по этому алгоритму, имеет следующий вид:

ZW (p, T ) = n1T
2 + n2T + n3p

2 + n4p+ n5 + n6Tp, (33)

где p и T — безразмерные давление и температура, отнесенные к критическим значе-
ниям pc и Tc для рассматриваемой смеси газов; n1, . . . , n6 — найденные безразмерные
константы.

Как показало проведенное исследование, в области сверхвысоких давлений в диа-
пазоне температур от 5 до 40◦ C модуль максимального отклонения коэффициента
сжимаемости ZW , рассчитанного по аппроксимации (33), от его точного значения
ZRK (32) не превышает 0.00081.

В приведенных далее расчетах для коэффициента сжимаемости при средних
давлениях использовалась зависимость (31), при сверхвысоких давлениях — зави-
симость (33).

7. Начальное приближение. Были рассмотрены разные варианты задания
начального приближения для величины la. Анализ проведенных расчетов показал,
что наибольшую точность расчета координаты места утечки и соответственно мак-
симальную скорость сходимости итерационного процесса обеспечивает задание на-
чального приближения, рассчитанного по упрощенной неизотермической модели те-
чения [10, 11].

Эта модель в безразмерной форме записывается таким образом:

ρu = 1,
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dp

dz
= −m2TZ

∗/p, (34)

dT

dz
= −m4(T − Ts), (35)

ρ = pZc/
(
T Z(p, T )

)
. (36)

При отсутствии утечки система уравнений модели легко интегрируется при гранич-
ных условиях (13), что приводит к следующим распределениям температуры и дав-
ления:

T (z) = Ts + (T0 − Ts) exp(−m4 z),

p(z)2 = p20 − 2m2Z
∗Tsz + 2m2Z

∗(T0 − Ts
)(
exp(−m4 z)− 1

)
/m4.

Постоянный эффективный коэффициент сжимаемости Z∗, как показали проведенные
расчеты, целесообразно принять равным

Z∗ =
p20 − p2L

2m2

(
Ts −

(
T0 − Ts

)(
exp(−m4)− 1

)
/m4

) (37)

и считать его таким же и при наличии утечек средней и малой интенсивностей. В (37)
pL — безразмерное давление на выходе в штатном режиме, равное PL/pc, где PL —
измеренное размерное давление на выходе в штатном режиме.

При наличии утечки газа в заданном сечении с безразмерной координатой lan из
решения прямой задачи по модели (34)–(36) рассчитываются распределения темпе-
ратуры и давления на первом и втором участках и далее из выражения для давления
plL на выходе из газопровода выводится трансцендентное уравнение, которому долж-
на удовлетворять безразмерная координата lan места утечки [11]. В этом уравнении
давление на выходе считается известным, равным pl(z = 1) = plL, plL = P l

L/pc:

p20−
(
plL

)2
−2m2Ts Z

∗lan+2
m2

m4
Z∗
(
T0−Ts

)(
exp(−m4 lan)−1

)
−2m̂2Ts Z

∗(1− lan) +

+ 2
m̂2

m̂4
Z∗(T0 − Ts) exp

(
−lan(m4 − m̂4)

)(
exp(−m̂4)− exp(−m̂4 lan)

)
= 0. (38)

В уравнении (38) безразмерные комплексы m2, m4 рассчитываются по формулам
(14) при расходе и коэффициенте гидравлического сопротивления, соответствующим
первому участку, а безразмерные комплексы m̂2, m̂4 — второму участку.

В работе [11] показано, что при m4 → 0, m̂4 → 0 формулы (37), (38) принимают
вид

Z∗
0 =

p20 − p2L
2m2T0

, (39)

laiz =
p20 −

(
plL

)2
− 2m̂2Z

∗
0 T0

2Z∗
0 T0(m2 − m̂2)

. (40)

Уравнения (39) и (40) соответствуют расчетам постоянного эффективного коэффи-
циента сжимаемости Z∗

0 и безразмерной координаты laiz места утечки по изотерми-
ческой модели:

ρu = 1,
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dp

dz
= −m2T0 Z

∗
0/p, (41)

T = const = T0.

Нетрудно видеть, что модель (41) приводит к простой формуле расчета координа-
ты места утечки (40), совпадающей с известной формулой Веймаута. В работе [10]
предложен комбинированный подход, в котором давление и координата места утеч-
ки рассчитываются по изотермической модели (41), а расчет температуры сводится
к решению кубического уравнения. В работе [10] определены условия допустимости
такого подхода и приведены примеры расчета распределений давления, температуры
и места утечки, в которых этот подход оправдан.

Приведем результаты расчета координаты lan места утечки газа по упрощенной
неизотермической модели (34), (35) и координаты laiz по изотермической модели (41).
Здесь и во всех последующих примерах принят следующий набор неизменных
параметров задачи :

R = 0.5м, Te = 303.15К, T ∗ = 278.15К,
L = 100 км, Tc = 193.698К, pc = 4.598МПа,

ks = 1.3 · 10−5 м, Rg = 493.502Дж/(кг·К).
(42)

Параметры pe, Q0, δQ, β варьируются. Для каждого варианта варьируемых пара-
метров проводится расчет соответствующих величин cp и λ (см. п. 3). Для сравнения
величин lan и laiz использовался следующий набор варьируемых параметров.

Вариант 1.
pe = 9.120МПа, Q0 = 500 кг/с, δQ = 50 кг/с, β = 5Вт/(м2·К).

Таблица 1. Сравнение погрешностей расчета zan и zaiz

la 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9
δzan, м 801.00 463.77 33.87 50.99 20.43
δzaiz , м 1377.00 613.81 506.80 417.33 229.16

В табл. 1 обозначено: δzan = |za − zan|, δzaiz = |za − zaiz|, za, zan, zaiz — размерные
координаты места утечки, равные za = la · L, zan = lan · L, zaiz = laiz · L.

Данные таблицы свидетельствуют о том, что даже при сравнительно небольшом
значении суммарного коэффициента теплопередачи β расчет начального приближе-
ния по упрощенной неизотермической модели оказывается намного точнее, чем по
изотермической модели.

8. Примеры вычисления координаты места утечки предложенным ме-
тодом (см. п. 5). Во всех приведенных вариантах набор параметров (42) оставал-
ся неизменным, в качестве начального приближения выбиралась величина lan, рас-
считанная по упрощенной неизотермической модели для соответствующего варианта
варьируемых параметров. Ввиду отсутствия экспериментальных данных по давлению
и расходу на выходе при заданной утечке, эти величины рассчитывались в соответ-
ствии с п. 4 решения прямой задачи. В табл. 2–5 обозначено: δz1a — погрешность
расчета координаты утечки на первой итерации, равная δz1a = |za−z1a|, где z1a = l1a ·L,
l1a — безразмерная координата места утечки, рассчитанная на первой итерации, la —
точное значение безразмерной координаты места утечки.
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Вариант 2.
pe = 20.265МПа, Q0 = 500 кг/с, δQ = 50 кг/с, β = 12Вт/(м2·К).

Таблица 2. Сверхвысокое давление, утечка средней интенсивности

la 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9
δzan, м 181.54 534.21 866.54 478.05 253.68
δz1a, м 5.76 7.42 7.81 2.45 3.10

Вариант 3.
pe = 20.265МПа, Q0 = 500 кг/с, δQ = 20 кг/с, β = 12Вт/(м2·К).

Таблица 3. Сверхвысокое давление, утечка малой интенсивности

la 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9
δzan, м 197.63 552.21 879.30 480.67 254.32
δz1a, м 1.78 0.32 1.64 3.16 2.45

Вариант 4.
pe = 9.120МПа, Q0 = 400 кг/с, δQ = 40 кг/с, β = 5Вт/(м2·К).

Таблица 4. Среднее давление, утечка средней интенсивности

la 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9
δzan, м 660.26 306.82 202.55 158.29 82.77
δz1a, м 14.20 7.50 2.62 8.14 7.74

Вариант 5.
pe = 9.120МПа, Q0 = 400 кг/с, δQ = 16 кг/с, β = 5Вт/(м2·К).

Таблица 5. Среднее давление, утечка малой интенсивности

la 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9
δzan, м 724.73 353.12 190.09 156.67 82.15
δz1a, м 0.46 3.86 8.72 6.52 7.05

В реальных задачах точная координата утечки заранее неизвестна. Поэтому
необходим расчет и второй итерации, чтобы проверить выполнение условия окон-
чания итерационного процесса и убедиться, что он сходится. Для всех рассмотрен-
ных вариантов величина |l2a − l1a| была меньше 10−5 (l2a — безразмерная координата
места утечки на второй итерации), также для всех вариантов имела место практиче-
ская сходимость. Например, для варианта 3 при l0a := lan имеем: |l1a − l0a| = 0.00519,
|(l1a− l0a)/l0a| = 0.02685, |l2a− l1a| = 0.197 ·10−5, |(l2a− l1a)/l1a| = 0.98 ·10−5, δz2a = |za−z2a| =
0.12 м.

Выводы. Многочисленные варианты (часть из которых представлена выше) рас-
чета места стационарной утечки газа предложенным методом свидетельствуют о том,
что для широкого круга задач не только имеет место практическая сходимость итера-
ционного процесса, но оказывается достаточной всего одна итерация для обеспечения
высокой точности расчета места утечки. Так, уже на первой итерации координата ме-
ста утечки рассчитывается с точностью нескольких метров на участке газопровода
протяженностью 100 км.

9. Заключение. В работе предложен конструктивный алгоритм построения по
экспериментальным данным зависимости коэффициента сжимаемости газовой смеси
заданного состава от давления и температуры в области сверхвысоких давлений.

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 2 229



Предложен эффективный метод расчета места стационарной утечки газа в га-
зопроводах среднего и сверхвысокого давлений для средних и малых утечек. Метод
прост в реализации, теоретически позволяет с высокой точностью рассчитать ме-
стоположение стационарной утечки газа за несколько минут на компьютере средней
мощности. На практике точность расчета лимитируется возможностями измеритель-
ной аппаратуры, в частности точностью приборов измерения давления на выходе из
рассматриваемого участка газопровода.
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An efficient method for calculating the location of stationary gas leakage in wells and gas
pipelines with medium and ultra-high pressures is presented. An algorithm for constructing
the dependence of the compressibility factor of the gas mixture with a predominance of
methane in the region of ultra-high pressures based on experimental data of pressure and
temperature is proposed. The algorithm for calculating the leakage location is based on the
Bellman method of quasi-linearization of nonlinear problems, with an additional hypothesis
of the linear dependence of pressure and temperature on the leakage location coordinates
used at each iteration. The issue of selecting the initial approximation is considered, and
the advantage of calculating the initial approximation using a simplified non-isothermal flow
model is justified. Examples of solving practical problems of high interest are given, and the
high accuracy of calculating the gas leakage location using the proposed algorithm in gas
pipelines with medium pressures (around 9 MPa) and ultra-high pressures (around 20 MPa)
for small and medium gas leaks is demonstrated.
Keywords: leakage location, gas pipelines, ultra-high pressures, equations of state, compres-
sibility coefficient, mathematical models, parameter identification method.
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