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Принцип максимальной энтропии (МЭ) обладает рядом преимуществ, позволяющих
применять его в машинном обучении. Плотность распределения максимальной энтро-
пии (ПРМЭ) требует решения задачи вариационного исчисления на априорном распре-
делении, где в качестве параметра может быть использована центральная тенденция,
которая в пространстве Лебега описывается обобщенным средним по Гельдеру. В ра-
боте показана эволюция плотности распределения МЭ в зависимости от заданной нор-
мы среднего. Минимум расхождения Кульбака— Лейблера между ПРМЭ и априорной
плотностью достигается на гармоническом среднем, что эффективно для сокращения
размерности обучающей выборки. В то же время это приводит к ухудшению функции
потерь в условиях машинного обучения по прецедентам.
Ключевые слова: принцип максимальной энтропии, распределение максимальной эн-
тропии, центральная тенденция, обобщенное среднее, машинное обучение.

1. Введение. Принцип максимальной энтропии (МЭ) для многомерных плотно-
стей вероятности является одним из эффективных методов обработки данных в ма-
шинном обучении. Как отмечал основоположник этого принципа, «необходимо отыс-
кать такое распределение с максимальной энтропией, которая былa бы максимально
неинформативнa и тем самым обеспечивалa его параметрическую оценку» в работах
[1, 2]. Тем не менее остается открытым вопрос о выборе априорных данных (в том чис-
ле центральных моментов) для описания «параметризированной» статистики плотно-
сти распределения максимальной энтропии (ПРМЭ) для задач машинного обучения
по прецедентам («обучение с учителем»). Требуется получить такую ПРМЭ, которая
бы, с одной стороны, редуцировала размерность обучающей выборки, а с другой —
минимизировала функцию потерь.

В ряде работ анализ ПРМЭ строится в контексте энтропийной оптимизации сто-
хастических матриц-проекторов (ERP-метод) [3–5]. На основе равномерного много-
образия (Uniform Manifold Sampling — UMS) предложен метод по уточнению необхо-
димой выборки для произвольной размерности [6]. В отдельных случаях показывают
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хорошие результаты сингулярное разложение по параметрам выборки [7] и метод
на основе минимаксных решающих правил [8]. В то же время основной инструмент
снижения размерности — метод главных компонент (Principle Component Analysis —
PCA) — ограничен в использовании из-за сложности расчета собственных значений
для больших размерностей [9]. В настоящей работе предлагается оценить эволюцию
МЭ при известном условии средней тенденции в пространстве Лебега Lℓ. Норма ℓ
выполняет функцию регулятора, обеспечивающего решение вариационной задачи на
пространстве многомерных выборок из распределения.

2. Постановка задачи. Пусть известна обучающая выборка на вероятностном
пространстве B ⊆ {x ⊂ {Cm

n },F,P}, где x ⊂ {Cm
n } — множество возможных исхо-

дов выборки из сочетания Cm
n ; F — сигма-алгебра; P — метрическое распределение.

Введем процедуру обучения согласно условию [10]

Y ≡ A(X) ∀A : Rm×n → Rn×1,

где A ⊂ B — линейный оператор на вероятностном пространстве B; X ∈ Rm×n —
массив обучающих данных для n наблюдений и m признаков; Y ∈ Nk×1 — вектор
отметок для прецедентов.

Рассмотрим преобразование (отображение) T , осуществляющее максимизацию
энтропии обучающей выборки X ⊂ {xi × xj}i∈n,j∈m :

T : X → H(X), X ∈ RN×M , N �M, (1)

здесь H(X) =
∑

i∈n,j∈m

pi,j(x) log pi,j(x) задает многомерное распределение МЭ относи-

тельно аргумента X : {x}n,mi=1,j=1.
Последнее условие в (1) N � M обозначает, что количество признаков намного

меньше количества наблюдений для выборки.
Согласно принципу неопределенности Лапласа,

∀pi,j(x) ∈ unif(x, σ2
x) : H(X) → max .

При известной априорной центральной тенденции ПРМЭ, строго говоря, может
подчиняться произвольному закону распределения [11]. Поэтому оценка этого распре-
деления МЭ задает критерии (параметры распределения, его границы), по которым
мы прогнозируем различные сценарии «обучения по прецедентам» [12].

3. Эволюция МЭ в пространстве средних. Для произвольного распределе-
ния p̃(x) среднее M , вообще говоря, задается по Колмогорову:

M(x1, x2, . . . , x) = φ−1

{
1

n

n∑
k=1

φ(xk)

}
,

где φ — непрерывная строго монотонная функция; φ1 — функция, обратная к φ.
Поскольку на вероятностном пространстве задано множество изолированных точек
x ⊂ {Cm

n }, то введем обобщенное среднее относительно его отображения в простран-
стве экстремальных распределений.

Оп р е д е л е н и е. Плотность распределения p(x) : X → X ∀x ∈ X с обобщен-

ным средним (среднее по Гельдеру — Hölder mean) Mℓ
Hel
=

(
1

mn

m∑
j=1

n∑
i=1

xℓij

)ℓ−1

для
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ℓ ∈ (−∞,+∞) и ℓ ∈ Z в пространстве экстремальных распределений T : X → H(X)
есть функция

H(X) = T (x|Mℓ) ∀x ∼ p(x).

Используя вариационное исчисление, утверждаем, что знание априорного сред-
него Mℓ позволяет достичь такого распределения H(·), при котором линейный опе-
ратор

A : C(ℓ){X → Y } −→ min ∀ℓ ∈ (−∞,+∞),

где C(ℓ) — функция потерь для оператора A.
Теорема. Если p(x) — плотность распределения выборки

(x11, . . . , x1m, . . . , xn1, . . . , xnm) ⊆ X

с обобщенным средним по Гельдеру Mℓ ∀ℓ ⊂ {(−∞,+∞) ∨ Z}, тогда распределение
максимальной энтропии H(X) ⇔ T{p(x)} ∀X ∈ Rn×m будет удовлетворять усло-
вию {

sup{H(X)} ℓ→−∞−−−−→ p(x),

inf{H(X)} ℓ→+∞−−−−→ max[Gp(x)],

где Gp(·) — распределение Гиббса.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство теоремы осуществляется по методу

множителей Лагранжа. Более подробно этот подход описан в работах [11, 13]. Рас-
смотрим дискретное выборочное распределение p∗(X) : {xi}ni=1 ∀x ∈ X. Зададим
функцию ограничения φ(x) для условия выборочного распределения p∗(X):

• поскольку X ∈ R, можно показать существование эмпирического среднего
M def

= E[Xℓ] ∀ℓ ∈ Q известной нормой Хельма ‖M‖ℓ∈(−∞,+∞);

• принцип нормирования распределения p∗(X) позволяет установить, что

p∗(X|Mℓ∈(−∞,+∞)):
∑
i∈R

p∗(xi) = 1.

Если ∃H{p∗(X)} ⇔ p∗(xi) ∀X ∈ R, тогда границы сходимости p∗(x) к распреде-
лению H{p∗(X)} ≡ H[·] можно определить как

sup[p∗(x1, . . . , xn)]
n→+∞−−−−−→ H(x) :

{
‖M‖l=∞ −→M ∨

∑
p∗(x) =

∑
x∈R

H(x) = 1

}
,

inf[p∗(x1, . . . , xn)]
n→−∞−−−−−→ H(x) :

{
‖M‖l=−∞ −→M ∨

∑
p∗(x) =

∑
x∈R

H(x) = 1

}
,

здесь M ∼ E[(x−Ex)] — априорное теоретическое среднее значение математического
ожидания E.

В соответствии с определением можно установить энтропию

H(p1, . . . , pn) ∼ H(x|p∗(x))

для функции распределения p∗ ⊆ {p1, . . . , pn}. Принцип максимума указывает, что

∀{p1, . . . , pn} ∈ R, H(p1, . . . , pn|pi 6= 0)
def
= −

n∑
i=1

pilnpi(x).
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Для известных ограничений φξ=2(x) величину энтропии для множества {p1, . . . , pn}
из (1) находят по методу множителей Лагранжа (Lagrangian multipliers) [11] как
функцию вида

L(x, λ) = f(x) +
∑
ξ

λξφξ(x), (2)

где λ = (λ1, . . . λξ) — множители Лагранжа; φξ⇔Σ(x) =
n∑

i=1

xi − 1 — ограничение

согласно принципу нормирования плотности вероятности; φξ⇔ℓ(x) = E[(x − Ex)] −

M =
n∑

i=1

(xi −M)pi(x)−M — ограничение по условию существования эмпирического

среднего M := E[Xℓ].
Подставив ограничения φξ⇔Σ(x) и φξ⇔ℓ(x) в выражение (2) и задавшись усло-

виями λξ=1 ⇔ λΣ и λξ=2 ⇔ λℓ, имеем уравнение

L(p1, . . . , pn, λ
Σ, λℓ) = H(p1, . . . , pn)+λΣ

[
n∑

i=1

pi(x)− 1

]
+λℓ

[
n∑

i=1

(xi −M)pi(x)−M

]
.

Составим систему из n уравнений и приравняем к нулю частные производные:

∂
∂p1

L(p1, . . . , pn, λ
Σ, λℓ) = −(ln p1 + 1) + λΣ + λℓ(x1 −M) = 0,

. . .
∂

∂pn
L(p1, . . . , pn, λ

Σ, λℓ) = −(ln pn + 1) + λΣ + λℓ(xn −M) = 0,

1 =
n∑

i=1

pi(x),

M def
=

n∑
i=1

(xi −M)pi(x).

(3)

Найдем разность между первым и i-м выражениями в системе уравнений (3):

pi = p1e
λℓ

(xi − x1). (4)

Объединим (4) с условием для суммы плотности вероятности p ∈ Pn: pi = p1e
λℓ(xi−x1),

1 =
n∑

i=1

p1e
λℓ(xi−x1) = p1e

−λℓx1

n∑
i=1

eλ
ℓxi .

(5)

Из последнего выражения в системе уравнений (5) находим pi и после подстановки
в первое выражение (5) получим, что

pi
eλ

ℓx1

n∑
i=1

eλℓxi

eλ
ℓ(xi−x1) =

eλ
ℓx1

n∑
i=1

eλℓxi

. (6)

Из уравнений (3) для частных производных ∂
∂pi

L имеем pi = e[λ
Σ+λγλℓ(xi−M−1)], ко-

торое приравняем к выражению (6). В итоге находим, что

e[λ
Σ−λℓM−1] =

(
n∑

i=1

eλ
ℓxi

)−1

.
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Отсюда имеем уравнение
n∑

i=1

eλ
ℓxi = e[1−λΣ−λℓM ]. (7)

Воспользуемся выражением для эксцесса из системы уравнений (3) и подставим
вместо величины pi(x) значения из (6):

M=

n∑
i=1

(xi−M)pi(x)=

n∑
i=1

(xi−M)eλ
ℓxi

(
n∑

i=1

eλ
ℓxi

)−1

=

(
n∑

i=1

(xi −M)eλ
ℓxi

)(∑
eλ

ℓxi

)−1

.

Поскольку в правой части последнего выражения
n∑

i=1

eλ
ℓxi 6= 0 в силу того, что xk > 0,

получим равенство (
n∑

i=1

(xi −M)eλ
ℓxi

)
−M

n∑
i=1

eλ
ℓxi

n∑
i=1

eλℓxi

= 0,

откуда вытекает, что
n∑

i=1

[(xi −M)−M] eλ
ℓxi = 0. (8)

Таким образом, окончательно систему уравнений из (6)–(8) можно записать сле-
дующим образом: 

n∑
i=1

eλ
ℓxi = e[1−λΣ−λℓM ],

pi = eλ
ℓxi(

n∑
i=1

eλ
ℓxi)−1,

n∑
i=1

[(xi −M)−M ] eλ
ℓxi = 0.

(9)

Рассмотрим последнее выражение из (9). Для всех отрицательных λℓ− можно
показать, что

{xi|M,M} : λℓ− 7→ Ø ∀xi ∈ R.

В то же время существует решение для {xi|M,M} : λℓ+ 7→ λℓ+. При этом выполняется
условие  M+∞ : sup

{
λℓ+|

(
M

g.m.∼ M
)}

p→∞−−−→ k

M−∞ : inf
{
λℓ+|

(
Mγ

g.m.∼ M
)}

p→∞−−−→ 0,
(10)

где g.m.∼ — соответствие обобщенному среднему; k ∈ (0, 1) — параметр распреде-
ления Гиббса согласно первому выражению. Для второго выражения (10) имеем
lim

λℓ
+→0

pi(x) ≡ 1, отсюда обобщeнное условие представим в виде

{
sup {H(x|M−∞)} MaxEnt−−−−−→ p∗(x), p ∈ (0, 1),

inf {H(x|M+∞)} MaxEnt−−−−−→ max[Gp∗(x)] ∀p ⊆ P.
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Таким образом, функция H(x) для ‖M‖ℓ→−∞ стремится к выборочному распреде-
лению, в случае ‖M‖ℓ→−∞ нижняя граница достигается при максимизированном
распределении Гиббса. Теорема доказана.

Далее приведем основные следствия из теоремы, которые имеют практическое
значение и использованы при формировании математических алгоритмов в системах
дистанционного зондирования [14–16]. В ряде случаев ПРМЭ может быть применена
для распознавания и классификации текстовой информации [17, 18].

Следствие 1. Минимум РКЛ D−
KL для плотности p(x11, . . . , xnm) ∀x ∈ X

с априорным обобщенным средним по Гельдеру Mℓ и соответствующей ей ПРМЭ
H(·) достигается при ℓ→ −∞:

D−
KL(p(x|M)‖H{·}) = arg min

M∈N
{p(x|M) : Mℓ→−∞}. (11)

Следствие 2. Максимум РКЛ D+
KL для выборки p(x11, . . . , xnm) ∀x ∈ X с из-

вестным обобщенным средним по ГельдеруMℓ∈(−∞,+∞) и соответствующей ей мак-
симизированной энтропией H(·) достигается при ℓ→ +∞:

D+
KL(p(x|M)‖H{·}) = arg max

M∈N
{p(x|M) : Mℓ→+∞}.

Поскольку соотношение средних на вероятностном пространстве B задается через
неравенство Йенсена

ψ(M [X]) ⩽M [ψ(X)],

где ψ : R → R — выпуклая (вниз) борелевская функция, тогда имеем, что

Mℓ=−1 ⩽ Mℓ=0 ⩽ Mℓ=1 ⩽ Mℓ=2.

Не выходя за границы рассматриваемых средних ℓ ⊆ {−1, 0, 1, 2} и выводов из (10)
и (11), можно утверждать, что априорное значение Mℓ=−1 (т. е. гармонического
среднего) «параметризирует» плотность распределения МЭ. С одной стороны, это
допускает снижение размерности согласно преобразованию T; с другой — очевидно
приводит к ухудшению функции потерь C(ℓ).

4. Заключение. В работе описана проблема параметризации плотности распре-
деления МЭ для обучающей выборки. Показано, что выбор априорного фактора мо-
жет быть решен в пространстве средних величин. В этом случае целесообразен выбор
гармонического среднего как величины, обеспечивающей достижение минимального
различия расхождения Кульбака— Лейбера между априорным и экстремальным рас-
пределениями. Стоит отметить, что ограничения, рассмотренные исключительно для
средних по Гельдеру, должны быть обобщены для f -средних по Колмогорову. В та-
ком случае необходимо изучить не частный сценарий дискретной энтропии, а общий
случай дифференциальной энтропии по Ренье [8].
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The principle of maximum entropy (ME) has a number of advantages that allow it to be
used in machine learning. The density distribution of maximum entropy (WEO) requires
solving the problem of calculus of variations on the a priori distribution, where the central
tendency can be used as a parameter. In Lebesgue space, the central tendency is described
by the generalized Gelder average. The paper shows the evolution of the density of the ME
distribution depending on the given norm of the average. The minimum Kulback—Leibler
divergence between the WEO and the a prior density is achieved at the harmonic mean,
which is effective in reducing the dimensionality of the training sample. At the same time,
this leads to a deterioration in the function of loss in the conditions of machine learning by
precedents.
Keywords: maximum entropy principle, maximum entropy distribution, central trend, gene-
ralized average, machine learning.
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