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Предложен алгоритм решения конфигурационно-оптимизационной задачи о раскраске
для квадратных (0, 1)-матриц, который базируется на способе выделения их структур-
ных особенностей. Алгоритм относится к классу переборных, тем не менее построение
оптимального решения осуществляется среди вариантов, которые обеспечивают нали-
чие определенной конфигурации, за счет чего существенно сокращается размер дере-
ва поиска. Приведена подробная схема его работы, а также продемонстрирована эф-
фективность решения на примере вычислений хроматического числа конкретной (0, 1)-
матрицы.
Ключевые слова: раскраска графа, хроматическое число, (0, 1)-матрица.

1. Введение. В работе для квадратной (0, 1)-матрицы произвольной размерно-
сти (например, матрицы смежности ориентированного графа [1, 2]) решается задача
о поиске элементарного преобразования матрицы, обеспечивающего ее приведение
к нульдиагональному виду (см. рисунок) с минимальным значением нульдиагональ-
ных блоков ν.

Здесь и в дальнейшем OIn — множество квадратных (0, 1)-матриц размерности
n; On — квадратная матрица с нулевыми элементами размерности n; Mn — множе-
ство квадратных (0, 1)-матриц размерности n с нулевыми диагональными элемента-
ми; In — множество индексов из n элементов. Очевидно, что Mn является подмноже-
ством множества OIn. Индекс n при In будем опускать и писать просто I, если ясно,
о каком n идет речь.

Сама постановка задачи диктует очевидный алгоритм — перебор индексов эле-
ментов:

{ij1, . . . , i
j
k(j)} ⊂ In, ∪ν

j=1{i
j
1, . . . , i

j
k(j)} ≡ In, {ir1, . . . , irk(r)} ∩ {iq1, . . . , i

q
k(q)} =

= Ø, r, q ∈ Iν , r 6= q,

выделяющих подматрицы A(ij1, . . . , i
j
k(j)) ∈ Mk(j) из матрицы A ∈ Mn. Здесь ij1, . . . ,

ijk(j) — номера строк и столбцов исходной матрицы A.
Надо иметь в виду, что этот перебор неокончательный, поскольку необходимо

еще учитывать и свойства элементов исходной матрицы, попадающих в выбранные
подматрицы. Для преобразованной матрицы A ∈ Mn и любого ее нулевого блока
Ok(j) (подматрицы), j = 1, . . . , ν (см. рисунок), окаймляющая [3] ее подматрица уже
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Рисунок. Вариант раскраски с v нулевыми диагональными блоками

не будет подматрицей Ok(j)+1 в подматрице

A(ij1, . . . , i
j
k(j), . . . , i

ν
1 , . . . , i

ν
k(ν)) ∈Mk(j)+...+k(ν).

Именно поэтому целесообразно сразу перейти к активному (алгоритмическому) ис-
пользованию свойств элементов исходной матрицы (0 или 1) — их взаимному рас-
положению и проводить выбор индексов элементов, сразу формирующих нульдиаго-
нальные блоки.

2. Основные понятия. Рассматриваемый в работе алгоритм вычисления мини-
мального числа нульдиагональных блоков ν0 (хроматического числа) базируется на
способе выделения структурных особенностей [4, 5] и по сути является его модифи-
кацией, учитывающей некоторую специфику решаемой задачи и конечной формы
приведения (симметричность подматриц Ok(j)). Введем две группы множеств:
q-е горизонтальное структурное множество матрицы A ∈ OIn

hq(A) = {r|aqr = 0, r ∈ I}, q ∈ I,

и r-е вертикальное структурное множество матрицы A ∈ OIn

vr(A) = {q|aqr = 0, q ∈ I}, r ∈ I.
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Причем с учетом специфики задачи (симметричность матрицы Ok(j)) определенное
и активно используемое в алгоритме [6] множество dq,r(A) = hq(A) ∩ vr(A), q, r ∈ I,
служит для формирования множеств

D(q,r)(A) = dq,r(A) ∩ dr,q(A), q, r ∈ I, q < r. (1)

Множества (1) характеризуют структурные особенности исходной матрицы A: сим-
метричность расположения нулей относительно главной диагонали.

Будем предполагать, что каким-либо образом удалось выделить ν подмножеств
(нульдиагональные блоки):

Jj = {ij1, i
j
2, . . . , i

j
k(j)} ⊂ In, j = 1, . . . , ν; ∪ν

j=1J
j = In, Jp ∩ Jq = Ø, p 6= q, p, q ∈ Iν .

Их элементы задают номера строк и столбцов исходной матрицы A, на пересечении
которых расположены нулевые матрицы Ok(j). Это позволяет построить как подста-
новку строк и столбцов

π =

 1 2 . . . k(1) k(1) + 1 . . .
2∑

r=1
k(r) . . .

ν−1∑
r=1

k(r) + 1 . . .
ν∑

r=1
k(r)

i11 i12 . . . i1k(1) i21 . . . i2k(2) . . . iν1 . . . iνk(ν)

 ,

так и перестановочную матрицу P = {bξµ} :

bξµ =

{
1, если µ = π(ξ),
0, если µ 6= π(ξ),

такую, что матрица PAP
′

и будет матрицей c числом нульдиагональных блоков ν.
Причем здесь для наглядности изложения алгоритма равенство π(ξ) = µ в переста-
новке π = (π(1), π(2), . . . , π(n)) означает, что µ-й столбец (строка) исходной матрицы
будет ξ-м столбцом (строкой) в преобразованной.

Очевидное свойство множеств D(q,r) для элементов подматрицы Ok(j) (j-го
нульдиагонального блока, j = 1, . . . , ν) в этом случае

D̄j,s
(is,ik(j)+1−s)

≡D(is,ik(j)+1−s)∩{is, ..., ik(j)+1−s}={is, ..., ik(j)+1−s}, s= 1, ...,

[
k(j)

2

]
, (2)

является конструктивным. Здесь и в дальнейшем [a] — целая часть от деления, верх-
ние индексы j и s будут обозначать: j — номер нульдиагонального блока; s — номер
пары, удовлетворяющей свойству (2), именуемый s-м уровнем j-й ветви дерева пере-
бора. Именно опираясь на приведенное свойство, в рассматриваемом ниже алгоритме
происходит отбор элементов ijr ∈ In, r = 1, . . . , k(j), которые должны войти в подмно-
жество Jj = {ij1, i

j
2, . . . , i

j
k(j)}.

Причем следует обратить внимание на то, что алгоритм является переборным,
однако, во-первых, перебор (построение) ведется лишь среди вариантов, которые обес-
печивают наличие определенной конфигурации (см. рисунок) — с числом нульдиаго-
нальных блоков, не превосходящим некоторого фиксированного значения; во-вторых,
каждый построенный вариант такого разбиения множества In на ν подмножеств Jj

(раскраски):

Jj = {ij1, i
j
2, . . . , i

j
k(j)} ⊂ In : ∪ν

j=1J
j = In, Jp ∩ Jq = Ø, p 6= q, p, q ∈ Iν ,
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предполагает исключение из рассмотрения некоторого числа вариантов, имеющих
аналогичные характеристики раскраски (конфигурационно тождественны по свой-
ству (2)).

Действительно, в силу симметричности подматриц Ok(j) и свойств вертикальных
и горизонтальных структурных множеств, для построенных множеств Jj порядок
следования элементов в них является несущественным (при практической реализации
будем располагать их в порядке возрастания), так как эти элементы структурно тож-
дественны с точностью до перестановки в пределах множеств Jj .

В-третьих, из всего множества вариантов раскраски используемые критерии от-
сечения позволяют существенно сократить число подлежащих рассмотрению вариан-
тов. Это связано с тем, что исключаются варианты, обеспечивающие построение рас-
краски с заведомо большим числом нульдиагональных блоков, чем в лучшей из уже
рассмотренных.

Ниже обсудим ключевые моменты работы алгоритма. Прежде всего отметим, что
на каждом s-м уровне j-й ветви дерева перебора алгоритма при построении j-го нуль-
диагонального блока формируются и в дальнейшем активно используются несколько
множеств.

Ша г 1. Опорное множество ωj,s строится для каждого первого (s = 1) уровня
j-й ветви дерева перебора по правилу

ωj,s := In\
(
∪j−1
p=1J

p
)
. (3)

Естественно, что для первой ветви множество ω1,1 = In. Здесь же вводится изна-
чально пустое множество F j,1, выполняющее функцию памяти об уже рассмотренных
элементах множества ωj,1 при переборе на этом уровне для j-й ветви.

Ша г 2. Если опорное множество ωj,s = Ø, то при s = 1 переходим на шаг 8,
а при s > 1 — на шаг 5, иначе выполняем следующий пункт алгоритма — шаг 3.

Ша г 3. При непустом опорном множестве (ωj,s 6= Ø) формируются еще два мно-
жества этого уровня:

— множество Gj,s, состоящее из элементов (q, r), удовлетворяющих свойству (2):

Gj,s = {(q, r)| {q, r} ⊂ Dj,s
(q,r) ≡ D(q,r) ∩ ωj,s, q, r ∈ ωj,s, q < r}, (4)

— множество Qj,s, изначально пустое, выполняющее функцию памяти об исполь-
зовании на s-м уровне j-й ветви элементов множества Gj,s.

Ша г 4. Теперь рассмотрим множество Gj,s\Qj,s — множество возможных про-
должений. Причем следует выделить следующие случаи.

1. Если множество возможных продолжений не пусто (Gj,s\Qj,s 6= Ø), то выби-
рается узловой элемент αj,s = (αj,s

1 , αj,s
2 ) ∈ Gj,s\Qj,s, для которого

|Dj,s
αj,s | = max

α
|Dj,s

α |, αj,s, α ∈ Gj,s\Qj,s.

И на базе выбранного узлового элемента αj,s и множестваDj,s
αj,s строятся: опорное

множество

ωj,s+1 =
(
ωj,s ∩Dj,s

(αj,s
1 ,αj,s

2 )

)
\{αj,s

1 , αj,s
2 }

и F j,s+1 := Ø следующего уровня. Множество F j,s+1 (так же, как и введенные выше
множества F j,1 и Qj,s) будет нести информацию об элементах опорного множества
ωj,s+1, использованных уже на данном уровне.
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Узловой элемент запоминается как использованный на s-м уровне: Qj,s := Qj,s ∪
αj,s. Причем завершается рассмотрение этого случая увеличением номера уровня на
единицу (s := s+ 1) и переходом на шаг 2.

2. Если же множество возможных продолжений пусто (Gj,s\Qj,s = Ø), то из эле-
ментов опорного множества ωj,s\F j,s выбирается концевой элемент β ∈ ωj,s\F j,s.
После этого он запоминается как использованный в таком качестве, т. е. становится
элементом множества F j,s := F j,s ∪ β. Дальнейшее продвижение по этой ветви рег-
ламентируется следующим пунктом (см. шаг 5) алгоритма.

При пустом же множестве ωj,s\F j,s = Ø реализуется возврат на предыдущий
(s := s− 1) уровень j-й ветви дерева перебора с переходом на шаг 4.

Ша г 5. Проход по j-й ветви дерева перебора при построении j-го нульдиагональ-
ного блока Jj заканчивается при выполнении одного из таких условий:

1) либо, когда опорное множество s-го уровня пусто (ωj,s = Ø) (здесь число эле-
ментов, образующих j-й нульдиагональный блок, четно и содержит 2(s−1) элементов:

Jj := {αj,1
1 , αj,1

2 , . . . , αj,s−1
1 , αj,s−1

2 });

2) либо, когда все элементы множества Gj,s были уже приняты в качестве узло-
вых, т. е. в случае Gj,s\Qj,s = Ø при непустом опорном множестве (ωj,s 6= Ø), причем
не все элементы опорного множества были рассмотрены на тот момент как концевые
(ωj,s\F j,s 6= Ø, β ∈ ωj,s\F j,s).

Во втором случае число элементов, образующих j-й нульдиагональный блок,
нечетно. Оно состоит из 2s− 1 элементов: Jj := {αj,1

1 , αj,1
2 , . . . , αj,s−1

1 , αj,s−1
2 , β}. В rj

запоминаем количество уровней, пройденных при построении j-го нульдиагонально-
го блока. Причем для четного числа элементов множества Jj количество уровней
rj := s− 1, для нечетного rj := s.

Ша г 6. Использование свойств сформированного множества Jj позволяет су-
щественно сократить количество ветвей дерева перебора. Для этого после построения
каждого множества Jj необходимо проводить прореживание — исключать элементы,
выбор которых в качестве узловых на s-м уровне j-й ветви не может изменить ни
элементный состав множества Jj , ни число нульдиагональных блоков.

Формализация такой операции требует введения трех вспомогательных мно-
жеств.

1. Множество элементов, удовлетворяющих свойству (2) и использованных начи-
ная с s-го уровня в качестве узловых при построении j-го нульдиагонального множе-
ства

Ψj,s := Jj\
(
∪s−1
µ=1{α

j,µ
1 , αj,µ

2 }
)
.

2. Множество неперспективных элементов

Zj,s := {α ∈ (Gj,s\Qj,s) ∩ (Ψj,s ×Ψj,s) | Dj,s
α ≡ Ψj,s},

содержащее элементы, использование которых в качестве узловых, даст возможность
построить уже сформированное множество Jj . Здесь

s =

{
rj − 1, rj − 2, . . . , 1, если k(j) нечетно,
rj , rj − 1, . . . , 1, если k(j) четно.

Заключительная операция прореживания — пересылка неперспективных элементов в
множество уже использованных этого уровня при построении j-го нульдиагонального
блока:

Qj,s := Qj,s ∪ Zj,s.
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3. Множество B формируется из рассмотренных в процессе перебора множеств
J1. Это значит, что множество Ψ1,1 становится элементом множества B := B∪{Ψ1,1},
если {Ψ1,1} /∈ B. В начале работы алгоритма B := Ø. Причем, если {J1} ∈ B, то пря-
мой ход прекращаем и начинаем реализовывать возврат с последнего уровня первого
блока (s := r1) с переходом на шаг 3 алгоритма.

Ша г 7. Построение очередного нульдиагонального блока начинаем с увеличения
их общего числа (текущего номера) на единицу (j := j + 1) и установки в началь-
ное положение счетчика уровня (s := 1) и множеств уже использованных на этом
уровне элементов в качестве узловых (Qj,1 := Ø) и концевых (F j,1 := Ø). После чего
переходим на шаг 1 алгоритма.

Ша г 8. Когда ωj,1 = Ø (т. е. сформирована полная ветвь дерева перебора
и In ≡

(
∪j−1
p=1J

p
)
, причем число нульдиагональных блоков раскраски равно ν = j−1),

то проводится сравнение ν с рекордным ν0 — минимальным числом нульдиагональ-
ных блоков из всех уже построенных раскрасок на полных ветвях дерева перебора
алгоритма.

Если число нульдиагональных блоков ν вновь построенной раскраски меньше,
чем ν0, то сама новая раскраска и число ее нульдиагональных блоков ν0 := ν стано-
вятся рекордными.

Причем при выполнении равенства

[
|ω1,1|
ρ1,1

]
=


ν0 − 1, если

[
|ω1,1|
ρ1,1

]
6= |ω1,1|

ρ1,1
,

ν0, если
[
|ω1,1|
ρ1,1

]
=

|ω1,1|
ρ1,1

,

алгоритм заканчивает работу, так как дальнейший перебор не позволит построить
разбиение с меньшим числом нульдиагональных блоков. Полученное разбиение и яв-
ляется решением поставленной задачи, а число нульдиагональных блоков ν0 — хро-
матическим числом.

Стартовое рекордное значение ν0 равно размерности матрицы n. Причем после
сравнения и проверки на рекордность начинаем процедуру возврата, вернувшись на
последний уровень (s := rj) ν-й ветви дерева перебора с переходом на шаг 4 алго-
ритма.

Отметим, что при движении по дереву перебора как вверх (j := j + 1 или
s := s + 1) — прямой ход, так и вниз — обратный (j := j − 1 или s := s − 1) осу-
ществляются блочные проверки на перспективность дальнейшего продвижения по те-
кущей ветви дерева перебора. Блочные проверки работы данного алгоритма (возврат
с ограничением) имеют три типа отсечения.

Тип A: для блочной его проверки характерно, что на каждом первом уровне при
построении очередного j-го нульдиагонального блока будет приниматься решение о
перспективности дальнейшего продвижения по текущей ветви перебора. Очевидно,
что при выполнении неравенства

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

⩾ ν0 (5)

дальнейшее продвижение по данной ветви нецелесообразно, так как приведет к по-
строению раскраски с числом нульдиагональных блоков ν из интервала

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

⩽ ν ⩽ j − 1 + |ωj,1|. (6)
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Это значит, что количество нульдиагональных блоков будет не меньше, чем рекорд-
ное. В таком случае необходимо вернуться на последний уровень предыдущего блока
(j := j − 1, s := rj) с переходом на шаг 4 алгоритма.

Здесь и в дальнейшем

ρj,s =

{
|Dj,s

αj,s |, если Gj,s\Qj,s 6= Ø,
1, если Gj,s\Qj,s = Ø и ωj,s\F j,s 6= Ø.

Тип B: проверка его проводится только при построении первого нульдиагональ-
ного блока. Возврат по дереву перебора с понижением уровня (s := s− 1 при s > 1)
производится на шаг 4 алгоритма, если при рассмотрении очередного элемента α1,s ∈
G1,s\Q1,s на s-м уровне на роль узлового при построении первого нульдиагонального
блока выполняется неравенство

2(s− 1) + ρ1,s <

[
n

ν0

]
.

Тип С: этот тип блочной проверки используется только при выполнении ра-
венства j = ν0 − 1. Eсли при рассмотрении очередного элемента αj,s ∈ Gj,s\Qj,s

на s-м уровне на роль узлового при построении j-го нульдиагонального блока не
выполняется равенство

2(s− 1) + ρj,s = |ωj,1|,

то осуществляется возврат по дереву перебора (j := j − 1, s := rj) с переходом на
шаг 4 алгоритма.

Отметим, что проверки всех трех типов проводятся в алгоритме при выборе оче-
редного элемента на роль узлового или концевого (см. шаг 4).

Окончание работы алгоритма, если ранее его работа не была прервана по приве-
денным выше ограничениям, происходит при выполнении неравенства

|ω1,1|
ρ1,1

⩾ ν0.

3. Пример практического использования алгоритма. Продемонстрируем
работу алгоритма для произвольной (0, 1)-матрицы:

A =



0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0


.

Выпишем горизонтальные и вертикальные структурные множества исходной
матрицы A (табл. 1 и 2). В качестве начального разбиения множества I10 полагаем,
что Jj = {j}, j = 1, . . . , n.
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Таблица 1. Горизонтальные структурные множества

i hi(A) i hi(A)
1 {1,2,3,4,5,7,8,9,10} 6 {2,4,5,6,7,10}
2 {1,2,4,5,6,8,9,10} 7 {1,3,4,7,8,9}
3 {1,3,7,8,9,10} 8 {1,2,3,5,7,8,9,10}
4 {2,4,5,6,9,10} 9 {1,2,3,5,6,7,8,9,10}
5 {1,2,4,5,6,8,9,10} 10 {1,2,3,4,5,6,8,9,10}

Таблица 2. Вертикальные структурные множества

i vi(A) i vi(A)
1 {1,2,3,5,7,8,9,10} 6 {1,2,4,5,6,9,10}
2 {1,2,4,5,6,8,9,10} 7 {1,3,6,7,8,9}
3 {1,3,7,8,9,10} 8 {1,2,3,5,7,8,9,10}
4 {1,2,4,5,6,7,10} 9 {1,2,3,4,5,7,8,9,10}
5 {1,2,5,6,8,9,10} 10 {1,2,3,4,5,6,8,9,10}

Далее строим множества dq,r = hq ∩ vr, q, r ∈ I10, q 6= r. Затем, используя
множества dq,r, формируем множества Dj,s

(q,r), удовлетворяющие свойству (2). Причем
явно dq,r используются один раз: при построении первого нулевого блока (j := 1) для
первого уровня (s := 1)

D(q,r) = dq,r ∩ dr,q, q, r ∈ ω1,1 ≡ In, q < r, {q, r} ⊂ dq,r, {q, r} ⊂ dr,q,

опорное множество ω1,1 тождественно In. Далее формируем множество возможных
продолжений

Gj,s = {(q, r)|{q, r} ⊂ Dj,s
(q,r), D

j,s
(q,r) = D(q,r) ∩ ωj,s, q, r ∈ ωj,s, q < r}.

Таблица 3. Характеристики узловых элементов первого уровня первого блока

α Dα1,1 |D1,1
α | α D1,1

α |D1,1
α |

1 (1,2) {1,2,5,8,9,10} 6 16 (3,9) {1,3,7,8,9,10} 6
2 (1,3) {1,3,7,8,9,10} 6 17 (3,10) {1,3,8,9,10} 5
3 (1,5) {1,2,5,8,9,10} 6 18 (4,5) {2,4,5,6,10} 5
4 (1,7) {1,3,7,8,9} 5 19 (4,6) {2,4,5,6,10} 5
5 (1,8) {1,2,3,5,7,8,9,10} 8 20 (4,10) {2,4,5,6,10} 5
6 (1,9) {1,2,3,5,7,8,9,10} 8 21 (5,6) {2,4,5,6,10} 5
7 (1,10) {1,2,3,5,8,9,10} 7 22 (5,8) {1,2,5,8,9,10} 6
8 (2,4) {2,4,5,6,10} 5 23 (5,9) {1,2,5,8,9,10} 6
9 (2,5) {1,2,4,5,6,8,9,10} 8 24 (5,10) {1,2,4,5,6,8,9,10} 8
10 (2,6) {2,4,5,6,10} 5 25 (6,10) {2,4,5,6,10} 5
11 (2,8) {1,2,5,8,9,10} 6 26 (7,8) {1,3,7,8,9} 5
12 (2,9) {1,2,5,8,9,10} 6 27 (7,9) {1,3,7,8,9} 5
13 (2,10) {1,2,4,5,6,8,9,10} 8 28 (8,9) {1,2,3,5,7,8,9,10} 8
14 (3,7) {1,3,7,8,9} 5 29 (8,10) {1,2,3,5,8,9,10} 7
15 (3,8) {1,3,7,8,9,10} 6 30 (9,10) {1,2,3,5,8,9,10} 7

При построении любого j-го блока на s-м уровне элементы (q, r) ∈ Gj,s множества
возможных продолжений Gj,s будем располагать в порядке убывания мощностей
|Dj,s

(q,r)| (табл. 3). В соответствии с этим упорядоченное множество первого уровня
(s = 1) при построении первого нульдиагонального блока (j = 1) имеет вид

G1,1 = {(1, 8), (1, 9), (2, 5), (2, 10), (5, 10), (8, 9), (1, 10), (8, 10), (9, 10), (1, 2), (1, 3), (1, 5),
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(2, 8), (2, 9), (3, 8), (3, 9), (5, 8), (5, 9), (1, 7), (2, 4), (2, 6), (3, 7), (3, 10), (4, 5), (4, 6),

(4, 10), (5, 6), (6, 10), (7, 8), (7, 9)}.

В качестве узлового элемента на первом уровне выбираем среди еще не рассмот-
ренных на этом уровне G1,1\Q1,1 элемент α1,1 = (α1,1

1 , α1,1
2 ) = (1, 8), для которого

множество D1,1
(q,p) имеет максимальную мощность: |D1,1

(1,8)| = 8, и делаем блочную про-
верку типа B

2(s− 1) + ρ1,s >

[
n

ν0

]
.

В соответствии с ее результатом (0 + 8 > 1) продолжаем дальнейшее продвижение
по данной ветви дерева перебора. Выбранный элемент помещаем в множество Q1,1 =
{(1, 8)} как использованный в качестве узлового.

Здесь же можно оценить, согласно (6), число нульдиагональных блоков

10

8
=

n

|D1,1
(1,8)|

⩽ ν ⩽ n = 10

раскраски, которая может быть сформирована на базе выбранного узлового элемен-
та. Причем из этой оценки следует, во-первых, что для данной (0, 1)-матрицы не
существует раскраски с хроматическим числом γ = 1; во-вторых, что формируемая
раскраска с учетом соотношения (5) должна иметь число нульдиагональных блоков
меньшее, чем ν0.

При выбранном узловом элементе α1,1 = (1, 8) опорное множество второго уровня

ω1,2 =
(
ω1,1 ∩D1,1

(1,8)

)
\{1, 8} = {2, 3, 5, 7, 9, 10}

содержит 6 элементов. Введем рабочие множества Q1,2 := Ø, F 1,2 := Ø.
Если на первом уровне множество возможных продолжений G1,1, состоящее из

элементов, удовлетворяющих свойству (2), на опорном множестве ω1,1 имело 30 эле-
ментов, то на множестве ω1,2 в соответствии с (4) множество G1,2 = {(9, 10), (2, 5),
(2, 9), (2, 10), (3, 9), (5, 9), (5, 10), (3, 7), (7, 9)} содержит 10 элементов, так как только
для них выполняется свойство (2).

В качестве узлового элемента на втором уровне первой ветви дерева перебора
выбираем пару α1,2 = (α1,2

1 , α1,2
2 ) = (9, 10). Затем делаем блочную проверку типа B:

2(s− 1) + ρ1,s >

[
n

ν0

]
.

Ее результат (2+5 > 1) убеждает в необходимости дальнейшего продвижения по этой
ветви дерева перебора.

Элемент (9, 10) запоминаем в множестве Q1,2 := Q1,2 ∪ {(9, 10)} как использо-
ванный в качестве узлового. Далее формируем опорное множество третьего уровня
(s := s+ 1):

ω1,3 =
(
ω1,2 ∩D1,2

(9,10)

)
\{9, 10} = {2, 3, 5}

и вводим рабочие множества Q1,3 := Ø, F 1,3 := Ø.
Множество возможных продолжений G1,3 содержит только один элемент (G1,3 =

{(2, 5)}), так как только для него выполняется свойство (2). Выбираем его в качестве
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узлового α1,3 = (α1,3
1 , α1,3

2 ) = (2, 5) и делаем блочную проверку

2(s− 1) + ρ1,s >

[
n

ν0

]
.

Ее результат (4 + 2 > 1) убеждает в необходимости дальнейшего продвижения по
этой ветви дерева перебора. Запоминаем пару (2, 5) как использованную в качестве
узлового элемента во множестве Q1,3 := Q1,3 ∪ {(2, 5)}. Затем формируем опорное
множество следующего уровня (s := s+ 1):

ω1,4 =
(
ω1,3 ∩D1,3

(2,5)

)
\{2, 5} = Ø,

при этом r1 := s− 1 = 3.
Ветвь дерева перебора построена для первого нулевого блока и содержит

четное число элементов. Множество элементов {α1,1
1 , α1,1

2 , α1,2
1 , α1,2

2 , α1,3
1 , α1,3

2 } =
{1, 2, 5, 8, 9, 10}, удовлетворяющих свойству (2), имеет мощность, равную 6, — мень-
шую размерности матрицы, т. e. процесс построения подстановки не закончен. Про-
изведем обновление множества J1 := {1, 2, 5, 8, 9, 10}, k(1) := 6.

После этого необходимо сделать прореживание для первого дерева перебора, для
чего строим соответствующие каждому уровню вспомогательные множества (k(1) –
четно)

Ψ1,3 = J1\{1, 8, 9, 10} = {2, 5}, Z1,3 = Ø.

Причем отметим, что G1,3\Q1,3 = Ø.
Вспомогательные множества второго уровня

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {2, 5, 9, 10}, Z1,2 = {(2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10)}.

И так как Z1,2 6≡ Ø, то удается убрать из списка рассматриваемых на этом уровне на
роль узловых часть элементов:

Q1,2 := Q1,2 ∪ Z1,2 = {(9, 10), (2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10)}.

Результатом прореживания на данном уровне является исключение на роль узловых
5 элементов. Множество возможных продолжений будет состоять только из 4 эле-
ментов:

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (3, 10), (7, 9)}.

Вспомогательные множества первого уровня

Ψ1,1 = J1 = {1, 2, 5, 8, 9, 10}, Z1,1 = {(1, 2), (1, 5), (2, 8), (2, 9), (5, 8), (5, 9)}.

Анализ множества G1,1 позволяет исключить из рассмотрения на первом уровне пер-
вого блока 6 элементов:

Q1,1 := Q1,1 ∪ Z1,1, Q1,1 = {(1, 8), (1, 2), (1, 5), (2, 8), (2, 9), (5, 8), (5, 9)}.

Причем множество элементов, которые могут использоваться на первом уровне
в качестве узловых: G1,1\Q1,1 = {(1, 9), (2, 5), (2, 10), (5, 10), (8, 9), (1, 10), (8, 10), (9, 10),
(1, 3), (3, 8), (3, 9), (1, 7), (2, 4), (3, 7), (2, 6), (3, 10), (4, 5), (4, 6), (4, 10), (5, 6), (6, 10), (7, 8),
(7, 9)} — состоит уже из 23 элементов.
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Проверяем на принадлежность множества Ψ1,1 как элемента множеству B. Так
как {Ψ1,1} /∈ B, то оно становится элементом базового множества B := B ∪ {Ψ1,1}.

Затем переходим к построению второго нульдиагонального блока на дополнении
In\J1. Увеличивая параметр номера блока на единицу j := j + 1 и полагая s = 1,
строим опорное множество в соответствии с (3):

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {3, 4, 6, 7}.

Причем каждый раз при изменении номера блока проверяем соотношение меж-
ду номером очередного строящегося блока j и рекордным числом нульдиагональных
блоков ν0. Выполняется ли равенство j = ν0 − 1? (В этот момент j = 2, а ν0 = 10.)
Далее на ω2,1 формируем с использованием табл. 3 множество G2,1 = {(q, r) : {q, r} ⊂
D2,1

(q,r), D
2,1
(q,r) = D1,1

(q,r) ∩ ω
2,1, q, r ∈ ω2,1, q < r}. Оно состоит из двух равномощных

элементов G2,1 = {(3, 7), (4, 6)}. В качестве узлового элемента (претендента на роль
искомой пары) на первом уровне построения второго нулевого блока выбираем пер-
вый элемент α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (3, 7), для которого множествоD2,1

(q,p) имеет мощность
|D2,1

(3,7)| = 2.

Затем необходимо выполнить блочную проверку типа A на целесообразность
дальнейшего продвижения по этой ветви дерева перебора:

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

= 1 +
|ω2,1|
|D2,1

(3,7)|
= 1 +

4

2
< ν0 = 10.

Успешно пройденная проверка – надежда на построение раскраски с меньшим
числом блоков, чем рекордная. Потому продолжаем движение по этой ветви дерева
перебора: вносим узловой элемент в множество Q2,1 = {(3, 7)}.

Используя (6), можно выписать оценку числа нульдиагональных блоков ν (теку-
щую, отвечающую этой ветви перебора), которая складывается из числа уже сфор-
мированных блоков и оценок сверху и снизу числа блоков, которые могут быть по-
строены при движении по данной ветви перебора:

1 +
|ω2,1|
|D2,1

(3,7)|
= 1 +

4

2
= 3 ⩽ ν ⩽ 1 + |ω2,1| = 5.

Таким образом, даже при самом неблагоприятном исходе, двигаясь по дереву
перебора вверх, получим раскраску c меньшим числом нульдиагональных блоков,
чем у рекордной.

Затем, увеличивая счетчик уровня (s := s + 1), формируем опорное множество
второго уровня ω2,2 = Ø.

Значит, проход по этой ветви закончен. Множество J2 = {3, 7} обеспечивает нуль-
диагональный блок размера 2× 2, так как |J2| = 2 и r2 := 1. Необходимо выполнить
прореживание. Построенные вспомогательные множества первого уровня

Ψ2,1 = J2 = {3, 7}, Z2,1 = Ø,

не изменяют множества возможных продолжений G2,1\Q2,1 = {(4, 6)}.
Переходим к построению третьего нульдиагонального блока на дополнении

In\(J1 ∪ J2). Увеличивая параметр номера блока на единицу j := j + 1 и полагая
s := 1, строим опорное множество в соответствии с (3):
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ω3,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {4, 6}

и полагаем Q3,1 := Ø, F 3,1 := Ø.
На ω3,1 формируем множество G3,1. Оно содержит только один элемент (G3,1 =

{(4, 6)}), его и выбираем в качестве узлового α3,1 = (4, 6). После этого должны вы-
полнить блочную проверку типа A на целесообразность дальнейшего продвижения
по этой ветви дерева перебора:

j − 1 +
|ω3,1|
ρ3,1

= 1 +
|ω3,1|
|D3,1

(4,6)|
= 2 +

2

2
< ν0 = 10.

Проверка убеждает в необходимости дальнейшего прохождения по данной ветви.
Выбранный в качестве узлового элемент помещаем в множество использованных
Q3,1 := {(4, 6)}. Затем, увеличивая счетчик уровня (s := s + 1), формируем опор-
ное множество второго уровня ω3,2 = Ø.

Значит, проход по ветви закончен. Множество J3 = {4, 6} обеспечивает нульдиа-
гональный блок размера 2 × 2, так как |J3| = 2 и r3 := 1. Необходимо выполнить
прореживание. Построенные вспомогательные множества первого уровня

Ψ3,1 = J3 = {4, 6}, Z3,1 = Ø,

не изменяют множества возможных продолжений G3,1\Q3,1 = Ø.
Далее строим опорное множество следующего блока:

ω4,1 = In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= Ø.

Оно пусто. А это значит, что раскраска построена. Число нульдиагональных блоков
равно ν = 3. И оно становится рекордным ν0 := 3. В этот момент j = 4. Подстановка
π, обеспечивающая приведение исходной матрицы A к виду (см. рисунок), содержа-
щему три нульдиагональных блока (ν = 3), имеет вид

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 5 8 9 10 3 7 4 6

)
.

Напомним, что здесь равенство π(ξ) = µ означает, что µ-й ряд (строка или столбец)
исходной матрицы A занимает ξ-й ряд (строка или столбец) в преобразованной PAP

′

(табл. 4).

Таблица 4. Перестановочная матрица P и преобразованная матрица PAP
′

P =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


, PAP

′
=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0 0


.
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Затем начинаем процедуру возврата: j := j − 1 = 3. В силу того, что

G3,1\Q3,1 = Ø, ω3,1\F 3,1 = {4, 6} 6= Ø,

в качестве концевого элемента β выбираем любой, например, β = 4, F 3,1 := F 3,1∪{4}.
А так как уровень s = 1, то необходимо сделать блочную проверку типа A:

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

= 2 +
2

1
= 4 > ν0.

Она не выполняется, потому необходимо опуститься на последний уровень предыду-
щего блока (j := j − 1 = 2, s := 1). Множество G2,1\Q2,1 = {(4, 6)} перспективных
элементов, еще не рассмотренных в качестве узловых, содержит только один элемент.
Его и выбираем в качестве узлового α2,1 = (4, 6). В силу того, что j = ν0 − 1 = 2,
проводим блочную проверку типа C:

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(4,6)| = |ωj,1|

и убеждаемся (0 + 2 = |D2,1
(4,6)| 6= |ω2,1| = 4) в том, что использование элементов этого

уровня в качестве узловых и концевых не позволит построить раскраску с меньшим
числом нульдиагональных блоков, чем рекордное. Тогда опускаемся на последний
уровень предыдущего первого блока:

j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

Делаем проверку на целесообразность дальнейшего продвижения по данной вет-
ви. Так как все элементы множества возможных продолжений уже были исполь-
зованы в качестве узловых (т. е. в случае G1,3\Q1,3 = Ø), то с учетом того, что
ω1,3\F 1,3 = {2, 3, 5} 6= Ø, на роль концевого элемента на третьем уровне

2(s− 1) + ρ1,s = 4 + 1 = 5 >

[
n

ν0

]
= 3

должен быть рассмотрен (в соответствии с результатами сделанной проверки типа A)
каждый из элементов множества ω1,3\F 1,3 = {2, 3, 5}.

Поэтому на третьем уровне сначала полагаем β = 2, F 1,3 := F 1,3 ∪ {2} и форми-
руем множество J1 := {1, 2, 8, 9, 10}, k(1) := 5.

Затем выполним прореживание, для чего необходимо построить соответствую-
щие каждому уровню вспомогательные множества ( при нечетном – s = r1−1, . . . , 1).
Вспомогательные множества второго уровня

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {2, 9, 10}, Z1,2 = Ø.

В силу того, что Z1,2 = Ø, множество возможных продолжений на втором уровне

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (3, 10), (7, 9)}

остается неизменным.
Рассмотрев вспомогательные множества первого уровня

Ψ1,1 = J1 = {1, 2, 8, 9, 10}, Z1,1 = Ø,
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убеждаемся, что по той же причине, что и на предыдущем уровне, множество воз-
можных продолжений остается неизменным.

И так как {Ψ1,1} /∈ B, то оно становится элементом базового множества B :=
B ∪ {Ψ1,1}. После этого переходим к построению второго нульдиагонального блока
на дополнении In\J1. Увеличивая параметр номера блока на единицу j := j + 1
и полагая s := rj = 1, строим опорное множество в соответствии с (3):

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {3, 4, 5, 6, 7}.

Далее на ω2,1 формируем множество G2,1. Оно состоит из 4 равномощных элементов:

G2,1 = {(4, 5), (4, 6), (5, 6), (3, 7)}.

В качестве узлового элемента (претендента на роль искомой пары) на первом уровне
построения второго нульдиагонального блока выбираем первый элемент α2,1 =
(α2,1

1 , α2,1
2 ) = (4, 5), для которого множество D2,1

(q,p) имеет мощность |D2,1
(4,5)| = 3.

Причем каждый раз при изменении номера блока проверяем соотношение меж-
ду номером очередного блока j и рекордным числом нульдиагональных блоков ν0.
Выполняется ли равенство j = ν0 − 1? На таком этапе выполнения алгоритма
j = ν0 − 1 = 2. А это значит, что необходимо сделать блочную проверку типа C
на целесообразность дальнейшего продвижения по данной ветви дерева перебора:

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(4,5)| = 3 6= |ω2,1| = 5.

Результат проверки отрицательный, что приводит к возврату на последний уровень
предыдущего первого блока: j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

Так как множество ω1,3\F 1,3 = {3, 5}, то на третьем уровне полагаем β = 3,
F 1,3 := F 1,3 ∪ {3} = {2, 3} и формируем множество J1 := {1, 3, 8, 9, 10}, k(1) := 5.

Затем проводим прореживание. Последовательно строим соответствующие каж-
дому уровню вспомогательные множества (при нечетном числе элементов J1 уровень
s = r1 − 1, . . . , 1). Из рассмотрения вспомогательных множеств второго уровня

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {3, 9, 10}, Z1,2 = {(3, 10)}, Q1,2 := Q1,2 ∪ Z1,2

следует, что

Q1,2 = {(9, 10), (2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10), (3, 10)}

и множество возможных продолжений

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (7, 9)}

уменьшится на один элемент. Строим вспомогательные множества первого уровня

Ψ1,1 = J1 = {1, 3, 8, 9, 10}, Z1,1 = {(3, 10)}, Q1,1 := Q1,1 ∪ Z1,1.

Прореживание на первом уровне исключило из множества возможных продолжений
один элемент G1,1\Q1,1 = {(1, 9), (2, 5), (2, 10), (5, 10), (8, 9), (1, 10), (8, 10), (9, 10), (1, 3),
(3, 8), (3, 9), (1, 7), (2, 6), (2, 4), (3, 7), (4, 5), (4, 6), (4, 10), (5, 6), (6, 10), (7, 8), (7, 9)}.

Так как {Ψ1,1} /∈ B, то оно становится элементом базового множества B := B ∪
{Ψ1,1} = {{1, 2, 5, 8, 9, 10}, {1, 2, 8, 9, 10}, {1, 3, 8, 9, 10}}. Далее переходим к построению
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второго нульдиагонального блока на дополнении In\J1. Увеличивая параметр номера
блока на единицу j := j + 1 и полагая s := rj = 1, строим опорное множество
в соответствии с (3):

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {2, 4, 5, 6, 7}.

И на опорном множестве ω2,1 формируем множествоG2,1. Оно состоит из 6 равно-
мощных элементов G2,1 = {(2, 4), (2, 5), (2, 6), (4, 5), (4, 6), (5, 6)}. В качестве узлового
элемента (претендента на роль искомой пары) на первом уровне построения второго
нулевого блока выбираем первый элемент α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (2, 4), для которого

множество D2,1
(q,p) имеет мощность |D2,1

(4,5)| = 4.

Проверяем соотношение между номером очередного блока j и рекордным числом
нульдиагональных блоков ν0. Выполняется ли равенство j = ν0 − 1? На таком этапе
выполнения алгоритма j = ν0−1 = 2. А это значит, что должны выполнить блочную
проверку типа C на целесообразность дальнейшего продвижения по ветви дерева
перебора:

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(2,4)| = 4 6= |ω2,1| = 5.

Результат проверки отрицательный. Необходимо возвратиться на последний уровень
предыдущего блока: j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

И так как ω1,3\F 1,3 = {5}, то на третьем уровне полагаем β = 5, F 1,3 := F 1,3 ∪
{5} = {2, 3, 5}. Затем формируем множество J1 := {1, 5, 8, 9, 10}, k(1) := 5 и проводим
прореживание, для чего необходимо построить соответствующие каждому уровню
вспомогательные множества (нечетное число k(1) элементов J1, s = r1 − 1, . . . , 1).

Рассмотрение вспомогательных множеств второго уровня

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {5, 9, 10}, Z1,2 = Ø

убеждает в том, что операция прореживания на втором уровне не позволит исклю-
чить из рассмотрения дополнительные элементы:

Q1,2 = {(9, 10), (2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10), (3, 10)}.

И множество возможных продолжений состоит из 3 элементов:

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (7, 9)}.

Для вспомогательных множеств первого уровня

Ψ1,1 = J1 = {1, 5, 8, 9, 10}, Z1,1 = Ø

характерно, что Z1,1 = Ø, т. е. на этом уровне прореживание не изменяет множество
возможных продолжений.

В силу того, что {Ψ1,1} /∈ B, оно становится элементом базового множества

B := B ∪ {Ψ1,1} = {{1, 2, 5, 8, 9, 10}, {1, 2, 8, 9, 10}, {1, 3, 8, 9, 10}, {1, 5, 8, 9, 10}}.

После этого переходим к построению второго нульдиагонального блока на допол-
нении In\J1. Увеличивая параметр номера блока на единицу j := j + 1 и полагая
s := rj = 1, строим опорное множество в соответствии с (3):

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {2, 3, 4, 6, 7}.

104 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 1



Далее на ω2,1 формируем множество G2,1, которое состоит из 4 элементов:
G2,1 = {(2, 4), (2, 6), (4, 6), (3, 7)}. В качестве узлового элемента (претендента на роль
искомой пары) на первом уровне построения второго нулевого блока выбираем пер-
вый элемент α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (2, 4), для которого множествоD2,1

(q,p) имеет мощность
|D2,1

(2,4)| = 3.
Проверяем соотношение между номером очередного блока j и рекордным числом

нульдиагональных блоков ν0. Выполняется ли равенство j = ν0 − 1? На таком этапе
выполнения алгоритма j = ν0−1 = 2. А это значит, что должны выполнить блочную
проверку типа C на целесообразность дальнейшего продвижения по данной ветви
дерева перебора:

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(2,4)| = 3 6= |ω2,1| = 5.

Результатом проверки является возврат на последний уровень предыдущего бло-
ка:

j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

И так как ω1,3\F 1,3 = Ø, то опускаемся на уровень ниже s := s− 1 = 2.
Множество G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (7, 9)} не пусто. В качестве узлового элемен-

та выбираем α1,2 = (3, 9). В силу того, что j = 1, делаем проверку типа B:

2(s− 1) + ρ1,s = 4 >

[
n

ν0

]
= 3.

Она показывает, что такой вариант (с использованием элемента α1,2 = (3, 9) в каче-
стве узлового на втором уровне) необходимо рассматривать как перспективный, при
этом Q1,2 := Q1,2 ∪ {(3, 9)}. Затем формируем опорное множество следующего уров-
ня: s := s+ 1, ω1,3 =

(
ω1,2 ∪D1,2

(3,9)

)
= {7, 10}. Вводим рабочие множества Q1,3 := Ø,

F 1,3 := Ø. С учетом того, что

G1,3 := Ø, ω1,3\F 1,3 = {7, 10} 6= Ø,

в качестве концевого выбираем β = {7} и тут же F 1,3 := F 1,3 ∪ {7}. Затем форми-
руем множество J1 := {1, 3, 7, 8, 9}, k(1) := 5. Выполняем прореживание, для чего
необходимо построить соответствующие каждому уровню вспомогательные множе-
ства (нечетное число k(1) элементов J1). Рассматриваем вспомогательные множества
второго уровня

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {3, 7, 9}, Z1,2 = {(3, 7), (7, 9)}, Q1,2 := Q1,2 ∪ Z1,2.

Операция прореживания позволила исключить из рассмотрения элементы {(3,7),(7,9)}.
Множество возможных продолжений будет состоять из одного элемента (G1,2\Q1,2 =
{(3, 10)}). Для вспомогательных множеств первого уровня

Ψ1,1 = J1 = {1, 3, 7, 8, 9}, Z1,1 = {(1, 7), (3, 7), (7, 8), (7, 9)}, Q1,1 := Q1,1 ∪ Z1,1

прореживание позволило исключить на первом уровне 4 элемента, принадлежа-
щие множеству возможных продолжений первого уровня. В силу того, что мно-
жество Ψ1,1 не является элементом множества B ({Ψ1,1} /∈ B), оно становится
элементом базового множества B := B ∪ {Ψ1,1} = {{1, 2, 5, 8, 9, 10}, {1, 2, 8, 9, 10},
{1, 3, 8, 9, 10}, {1, 5, 8, 9, 10},{1, 3, 7, 8, 9}}. Затем переходим к построению второго нуль-
диагонального блока на дополнении In\J1. Увеличивая параметр номера блока на
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единицу j := j + 1 и полагая s := rj = 1, строим опорное множество в соответствии
с (3):

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {2, 4, 5, 6, 10}, Q2,1 := Ø.

Далее на ω2,1 формируем множество G2,1 = {(2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 10), (4, 5),
(4, 6), (4, 10), (5, 6), (5, 10), (6, 10)}. Оно состоит из 10 элементов. В качестве узлового
(претендента на роль искомой пары) на первом уровне построения второго нулевого
блока выбираем первый элемент α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (2, 4), для которого множество

D2,1
(q,p) имеет мощность |D2,1

(2,4)| = 5. С учетом выполнения равенства j = ν0 − 1 = 2

делаем блочную проверку типа C: 2(s− 1) + ρj,s = 5 = |ωj,1| = 5.
При узловом элементе α2,1 = (2, 4) опорное множество второго уровня

ω2,2 =
(
ω2,1 ∩D1,1

(2,4)

)
\{2, 4} = {5, 6, 10}

содержит 3 элемента. Вводим рабочие множестваQ2,2 := Ø, F 2,2 := Ø. На ω2,2 форми-
руем множество G2,2. Оно содержит только 3 элемента: G2,2 = {(5, 6), (5, 10), (6, 10)}.
В качестве узлового выбираем α2,2 = (5, 6) и делаем блочную проверку типа C:

2(s− 1) + ρj,s = 3 = |ωj,1| = 3.

Проверка показывает, что можно продолжать движение по этой ветви. Потому стро-
им опорное множество третьего уровня (s := s + 1): ω2,3 =

(
ω2,2 ∩D1,1

(5,6)

)
\{5, 6} =

{10}. Оно содержит один элемент. Вводим рабочие множества Q2,3 := Ø, F 2,3 := Ø.
На ω2,3 формируем множество G2,3 = Ø, а ω2,3\F 2,3 = {10} 6= Ø, потому выбираем
в качестве концевого β = 10 и строим множество J2 := {2, 4, 5, 6, 10}, k(1) := 5.
Объединение J1 ∪ J2 ≡ In, а это значит, что раскраска построена. Причем число
нульдиагоналных блоков ν = 2 < ν0 рекордно. Перестановка, которая обеспечивает
такую конфигурацию (табл. 5), имеет вид

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 7 8 9 2 4 5 6 10

)
.

Таблица 5. Перестановочная матрица P и преобразованная матрица PAP
′

P =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


, PAP

′
=



0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0


.

Найти раскраску с меньшим числом нульдиагональных блоков не удастся, а зна-
чит, построенная раскраска решает исходную задачу (хроматичеcкое число γ =
ν0 = 2).
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4. Заключение. В основе предложенного метода лежит идея построения оп-
тимальной раскраски [7] путем перебора различных комбинаций максимальных не-
зависимых множеств графа [8] на подмножестве вершин. Тем не менее разработан-
ный метод выделения нульдиагональных блоков, активно использующий структур-
ные особенности бинарных матриц, позволяет использовать специфичные критерии
отсечения ветвей дерева поиска, что обеспечивает существенное сокращение количе-
ства рассматриваемых вариантов.
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The paper proposes an algorithm for solving the configuration-optimization coloring problem
for square (0,1)-matrices, which is based on the method of selection their structural features.
The algorithm belongs to the method’s of backtracking, however, the construction of the
optimal solution is carried out among the options that provide a certain configuration, due
to which the size of the search tree is significantly reduced. A detailed scheme of its operation
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is given, and the effectiveness of the solution is demonstrated by the example of calculating
the chromatic number of a specific (0,1)-matrix.
Keywords: graph coloring, chromatic number, (0,1)-matrix.
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