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В статье исследуется динамическая сетевая игра в дискретном времени, моделирую-
щая конкурентное поведение фирм на рынке однотипного продукта. При этом счи-
тается, что фирмы в условиях одновременного и независящего друг от друга выбора
своих действий реализуют поведение, которое определяет в каждый момент времени
их производственное и инвестиционное поведение. Производственное поведение фирмы
отражает текущие объемы продукции, которые ей следует произвести и поставить на
рынок; инвестиционное — задает текущие объемы инвестиций, направляемые фирмой
на модернизацию своей технологии производства, не позволяя ей устаревать. Предпо-
лагается также, что удельные издержки каждой фирмы зависят как от ее инвести-
ционного поведения, так и от инвестиционного поведения конкурентов, определяемые
с помощью экзогенно заданной сетевой структуры. Для исследуемой модели получены
два варианта равновесия по Нэшу — в классе программных и в классе позиционных
стратегий. Проведен анализ влияния сетевой структуры и связанных с ней параметров
модели на поведение фирм, их прибыли, а также на их конкурентное преимущество.
Ключевые слова: конкуренция, инвестиции, динамическая игра, сеть, равновесие по Нэ-
шу.

1. Введение. Активное развитие сетевых игр продиктовано высоким приклад-
ным значением соответствующей теории. Сетевые структуры позволяют эффективно
описывать как конкурентное, так и кооперативное взаимодействие, позволяя расши-
рить класс решаемых игровых задач за счет дополняемости (complementarity) и за-
меняемости (substitutability) в поведении игроков [1–4], а также специфики их взаим-
ного влияния в зависимости от наличия сетевой связи. Практика сотрудничества на
рынке, которая описывается связями в игре, является довольно распространенной
в естественных условиях и плодотворной для игроков, что актуализирует тему сете-
вого взаимодействия участников рынка [5]. При этом специфика связи, выраженная
в значениях сетевого влияния, как показано в [6], представляет собой отдельный ак-
цент для исследования, способный воплощать собой рычаги регулирования, напри-
мер по загрязнению окружающей среды производителями. Потому можно заключить,
что сотрудничество в условиях общей конкуренции — довольно интересное явление
и может быть раскрыто в контексте оптимального управления, в частности производ-
ственного процесса, поскольку конкуренция без сотрудничества, как отмечается в [7],
приводит к расточительному дублированию усилий игроков. Ввиду плодотворности
данного направления многие вопросы по-прежнему не раскрыты, хотя были получены
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хорошие теоретические результаты [8, 9]. Так, связь сетевых структур и соответствую-
щих им равновесий в условиях динамики игрового процесса рассматривалась в [1–3].
Значительная часть работ в области сетевых игр посвящена играм с экстерналия-
ми, возникающим преимущественно в потребительском контексте (см., например, [7,
10, 11]), в то время как исследований игр с производственными экстерналиями отно-
сительно немного. При этом усилия игроков, продиктованные дополняемостью в их
действиях, зачастую рассматриваются как инвестиционные и в основном направлен-
ные на некоторые эфемерные величины — знания, мнения, впечатления и пр. [12–16],
руководствуясь которыми игроки могут реализовывать свою основную линию пове-
дения.

В данной статье изучается равновесное поведение фирм-производителей това-
ра на общем конкурентном рынке сбыта в условиях их сетевого взаимодействия,
а также проводится анализ влияния сетевой структуры на такие компоненты модели
как удельные издержки производства, объемы производства и инвестиций, прибыли
фирм.

В п. 2 приводится динамическая сетевая игра с положительными экстерналиями,
направленными на получение материального блага — уменьшение производственных
(удельных) издержек. За основу берется классическая модель олигополии Курно [17],
имеющая следующее краткое описание. Пусть N = {1, . . . , n}, n ⩾ 2, — конечное
множество фирм-производителей товара на общем конкурентном рынке сбыта. Каж-
дая фирма i ∈ N принимает решение о производимом объеме ui ∈ Ui ⊂ CompR+.
Тогда

∑
j∈N uj показывает суммарный объем товара на рынке. Предполагается, что

обратная функция спроса известна и задана в линейном виде P = p −
∑

j∈N uj ,
где p > 0 — максимально возможная стоимость единицы товара (принимается фик-
сированной и постоянной). Дополнительно будем полагать неотрицательность спро-
са. Чаще всего постоянные издержки фирм в исследовании модели не учитывают-
ся, поскольку не оказывают влияния на стратегические решения, а удельные из-
держки ci фирмы считаются фиксированными. Прибыль фирмы i обусловливает-
ся функцией Fi(u1, . . . , un) = (p −

∑
j∈N uj)ui − ciui. В модели Курно равнове-

сием по Нэшу является такой набор uN = (uN1 , . . . , u
N
n ), что для любых i ∈ N

и ui ∈ Ui выполняется неравенство Fi(u
N
1 , . . . , u

N
i−1, ui, u

N
i+1, . . . , u

N
n ) ⩽ Fi(u

N
1 , . . . , u

N
n ).

Для каждой фирмы i легко определить равновесные по Нэшу объемы производства:
uNi = (p−nci+

∑
j ̸=i cj)/(n+1). Представленная базовая модель конкуренции допол-

няется возможностью фирм влиять на состояние своих производственных издержек
посредством инвестиционных действий, реализуемых на заданных сетевых структу-
рах, и далее исследуется как динамическая игра в дискретном времени.

В п. 3 изучается равновесное поведение фирм при использовании двух клас-
сов стратегий с экзогенно развивающейся в дискретном времени сетевой структурой;
в п. 4 — влияние сетевых параметров игры на равновесие по Нэшу. Представлено
сравнение решений игры при реализации равновесий из двух классов.

2. Инвестиционная модификация олигополии Курно с сетевым взаи-
модействием. В дополнение к классической модели Курно, представленной в п. 1,
рассмотрим олигополию как динамическую игру в дискретном времени со множест-
вом периодов T = {0, 1, . . . , T}, T ⩾ 2. В реальных условиях удельные издержки
(далее издержки) фирмы имеют динамический характер. Будем рассматривать из-
держки фирмы i, обозначаемые за ci(t) ⩾ 0, как величину, имеющую тенденцию
меняться со временем. Управление фирмой состоянием своих издержек может обес-
печить ей повышение конкурентоспособности и рентабельности бизнеса, что, в свою
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очередь, представляется потенциально значимым приложением теории динамических
игр. Пусть набор c(t) = (c1(t), . . . , cn(t))

′ обозначает состояние издержек фирм в мо-
мент времени t ∈ T при заданных начальных издержках c(0) ≡ c0 = (c10, . . . , cn0)

′.
Уравнение динамики издержек запишем в виде

c(t+ 1) = f(t, g(t), c(t), y1(t), . . . , yn(t)), t ∈ T \ {T},

здесь yi(t) ∈ Yi ⊂ CompR+ — инвестиционные усилия (далее инвестиции) фирмы i
в момент времени t, в денежном эквиваленте определяемые значением выражения
εi(t)
2 y2i (t), при заданном текущем значении εi(t) > 0, а само правило f — непрерывно

дифференцируемая по издержкам и инвестициям функция. Отдельно охарактери-
зуем параметр g(t). Пусть фирмы инвестируют в свои производственные технологии.
Результат влияния инвестиций одной фирмы на другую может быть описан графом.
Для этого отождествим множество фирм с вершинами некоторого графа (N, g(t)),
в котором g(t) ⊆ N ×N — множество связей, представленное ребрами графа и опре-
деляющее его структуру в момент времени t ∈ T \{T}. В целях упрощения граф
(сеть) в момент времени t запишем как g(t). При этом, оценивая связь между фирма-
ми i, j ∈ N , j 6= i, обозначаемую за (i, j), будем полагать, что (i, j) = (j, i) и (i, j) ∈ g(t)
тогда и только тогда, когда gij(t) = gji(t) = 1, где gij(t) и gji(t) — элементы бинарной
матрицы смежности, задающие неориентированную сеть g(t) без петель.

Экзогенное формирование сетевой структуры игры подразумевает, что в любой
момент времени t ∈ T \{T} сеть является заданной.

Для фирмы i ∈ N правило изменения ее издержек во времени зададим следую-
щим образом:

ci(t+ 1) = δci(t)−
∑
j∈N

µij(t)yj(t), t ∈ T \ {T}, ci(0) = ci0, (1)

где

µij(t) =

{
αi(t), j = i,

βij(t) gij(t) + γij(t)(1− gij(t)), j 6= i.

Параметр δ ⩾ 1 характеризует скорость изменения издержек фирмы с течением вре-
мени ввиду возможного устаревания используемых технологий производства при от-
сутствии дополнительных инвестиций в их модернизацию. Параметр αi(t) отражает
эффект от инвестиций самой фирмы в текущий момент, а βij(t) и γij(t) — текущие
эффекты от инвестиций фирмы-соседа j ∈ Ni(g(t)) := {r ∈ N : (i, r) ∈ g(t)} в сети
g(t) и фирмы j /∈ Ni(g(t)) ∪ {i}, не являющейся соседом в сети соответственно. До-
полнительно предполагается выполнение соотношений αi(t) > βij(t) > γij(t) ⩾ 0 для
любых i, j ∈ N .

Допустимым поведением фирмы i ∈ N в момент времени t ∈ T \ {T} назо-
вем пару действий (ui(t), yi(t)) ∈ Ui × Yi, где ui(t) будем интерпретировать как
производственное поведение фирмы в момент t, а yi(t) будем интерпретировать как
инвестиционное поведение фирмы в этот момент. Введем дополнительные обозна-
чения: u(t) = (u1(t), . . . , un(t)), y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)), u = (u(0), . . . , u(T − 1)),
y = (y(0), . . . , y(T − 1)).

Прибыль фирмы i в неокончательный момент времени t ∈ T \ {T} запишем как

Fi(t, ci(t), u(t), yi(t)) =
(
p−

∑
j∈N

uj(t)
)
ui(t)− ci(t)ui(t)−

εi(t)

2
y2i (t),
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т. е. как разность ее текущей выручки, формируемой согласно традиционной моде-
ли конкуренции Курно с линейной обратной функцией спроса, и текущих затрат,
которые включают производственные затраты и инвестиции в производство. В тер-
минальный момент времени прибыль фирмы определим ее остаточной стоимостью
вида Φi(T, ci(T )) = ηi − ηci(T ), где η > 0 — коэффициент ликвидности производства,
а ηi > 0 — максимальная рыночная стоимость производства (ηi > ηp). Тогда общую
прибыль фирмы за всю продолжительность игры зададим функционалом

Ji(c0, u, y) =

T−1∑
t=0

ρtFi(t, ci(t), u(t), yi(t)) + ρTΦi(T, ci(T )), (2)

в котором ρ ∈ (0, 1] — коэффициент дисконтирования, являющийся общим для всех
фирм и постоянным во времени. В такой постановке динамическая модель конкурент-
ного производства с инвестированием есть линейно-квадратичная игра в дискретном
времени с n-мерной переменной состояния и двумерными наборами действий. От-
метим, что при экзогенном формировании сети издержки фирмы на поддержание
связей не влияют на ее выбор допустимого поведения, поскольку являются постоян-
ными. По этой причине затраты подобного типа в модели не рассматриваются.

Опишем поведение фирм в динамике. В начальный момент времени при обще-
известной сети g(0) и начальных издержках c0 фирмы одновременно и независимо
друг от друга выбирают свои допустимые действия — пары (ui(0), yi(0)), i ∈ N , —
каждая из них решает какой объем продукции произвести и какой объем инвести-
ций сделать в текущий момент времени. Такой выбор приносит фирме i прибыль
Fi(0, ci0, u(0), yi(0)). Далее издержки меняются, согласно правилу (1), и становятся
равными ci(1), i ∈ N . В очередной момент времени t ∈ T \ {T} при общеизвестной
сети g(t) фирмы одновременно и независимо друг от друга выбирают допустимые
действия — текущие объемы производства и инвестиций (ui(t), yi(t)), i ∈ N , что при-
водит к прибыли Fi(t, ci(t), u(t), yi(t)) и издержкам ci(t + 1) фирмы i в следующем
периоде. В терминальный момент времени t = T каждая фирма получает остаточ-
ную стоимость Φi(T, ci(T )) и общую прибыль, рассчитываемую в соответствии с (2).
После этого процесс заканчивается.

Для представления динамического характера взаимодействия фирм в виде игры
в нормальной форме, согласно [18], обозначим через ui стратегию фирмы i ∈ N ,
предписывающую ей однозначный выбор допустимого поведения в зависимости от
текущей информации, а множество стратегий этой фирмы обозначим через Ui. Ввиду
однозначности выбора действий, предписываемых стратегиями, определим функцию
выигрыша фирмы i как Ji(u) = Ji(c0, u, y), где u = (u1, . . . , un) обозначает набор
стратегий фирм.

Определение. Динамической моделью конкурентного производства с инвести-
рованием при сетевом взаимодействии фирм назовем игру Γ = 〈N, {Ui}i∈N , {Ji}i∈N 〉.

3. Равновесие по Нэшу. В игре Γ равновесием по Нэшу является набор страте-
гий uN = (uN1 , . . . , u

N
n ), если для любого i ∈ N выполнено uNi = arg maxui∈Ui Ji(ui, u

N
−i),

где набор стратегий (ui, u
N
−i) отличается от uN лишь тем, что фирма i вместо стра-

тегии uNi использует ui. Для того чтобы найти равновесие по Нэшу, важно пони-
мать, на какую информацию опираются фирмы при выборе стратегий. Рассмотрим
и проанализируем возможные варианты. Будем считать, что фирмы могут придер-
живаться программных или позиционных стратегий, обозначаемых через uOL

i и uFBi
соответственно. В первом случае допустимое поведение предписывается текущему
неокончательному моменту времени и набору начальных издержек, а во втором —
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текущему неокончательному моменту времени и набору издержек в этот момент.
Более формально программной стратегией uOL

i фирмы i ∈ N назовем правило
uOL
i (t, c0) : T \ {T} 7→ Ui × Yi, которое каждому неокончательному моменту вре-

мени и начальным значениям издержек однозначным образом ставит в соответствие
допустимое поведение uOL

i (t, c0) = (uOL
i1 (t, c0), u

OL
i2 (t, c0)) = (ui(t), yi(t)). Позицион-

ной стратегией uFBi фирмы i назовем правило uFBi (t, c) : T \ {T} × Rn
+ 7→ Ui × Yi,

которое каждому неокончательному моменту времени и набору издержек c(t) =
(c1(t), . . . , cn(t))

′ однозначным образом ставит в соответствие допустимое поведение
uFBi (t, c(t)) = (uOL

i1 (t, c(t)), uOL
i2 (t, c(t))) = (ui(t), yi(t)).

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения. Пусть 1 обозначает
n-мерный вектор, состоящий из единиц, ei — единичный n-мерный вектор с i-й ком-
понентой, равной единице, i ∈ N , а I — единичная n × n матрица. Пусть далее
µi(t) = (µ1i(t), . . . , µni(t))

′ для i ∈ N .
3.1. Равновесие по Нэшу в программных стратегиях. Для определения

равновесия по Нэшу в программных стратегиях воспользуемся принципом максимума
Понтрягина [18, 19]. Равновесие можно найти, используя следующую теорему.

Теорема 1. Пусть ℓi1(t) ∈ Rn, ℓi2(t) ∈ R удовлетворяют рекуррентным соот-
ношениям

ℓi1(t) =

{
δ2M(t+ 1)−1ℓi1(t+ 1)− ρt 1−(n+1)ei

n+1 , t 6= T,

0, t = T,
(3)

ℓi2(t) =

{
δ
[
ℓi1(t+ 1)′M(t+ 1)−1m(t+ 1) + ℓi2(t+ 1)

]
− ρt p

n+1 , t 6= T,

−ρT η, t = T,
(4)

для всех фирм i ∈ N , где матрица M(t) и вектор m(t) задаются согласно правилу:
M(t) = I −

∑
j∈N

αj(t−1)
ρt−1εj(t−1)µj(t − 1)ℓj1(t)

′, m(t) =
∑

j∈N
αj(t−1)

ρt−1εj(t−1)µj(t − 1)ℓj2(t).
Если матрицы M(t) обратимы для всех t 6= 0, то набор стратегий uOLN =
(uOLN

1 , . . . , uOLN
n ) является единственным равновесием по Нэшу в программных

стратегиях, компоненты которого uOLN
i (t, c0), i ∈ N , t ∈ T \ {T}, имеют вид

uOLN
i1 (t, c0) =

p+ (1− (n+ 1)ei)
′cOLN(t)

n+ 1
, (5)

uOLN
i2 (t, c0) = − αi(t)

ρtεi(t)

(
ℓi1(t+ 1)′M(t+ 1)−1(δcOLN(t) +m(t+ 1)) + ℓi2(t+ 1)

)
, (6)

где текущие равновесные издержки cOLN(t) последовательно находятся из уравне-
ния

cOLN(t) =M(t)−1(δcOLN(t− 1) +m(t)), t ∈ T \ {0}, cOLN(0) = c0. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем для фирмы i ∈ N функцию Гамильтона

Hi(t, c(t), u(t), y(t), ψi(t+ 1)) = ρt
[(
p−

∑
j∈N

uj(t)
)
ui(t)− ci(t)ui(t)−

εi(t)

2
y2i (t)

]
+

+
∑
j∈N

ψij(t+ 1)
[
δcj(t)−

∑
r∈N

µjr(t)yr(t)
]
, t ∈ T \ {T},

здесь ψi(t) = (ψi1(t), . . . , ψin(t))
′ — вектор сопряженных переменных. Следуя [18], ес-

ли набор стратегий uOLN(t, c0) является равновесием по Нэшу, существуют ненулевые
сопряженные переменные ψi(t), t ∈ T \ {0}, i ∈ N , удовлетворяющие соотношениям
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uOLN
i1 (t, c0) =

p− ci(t)−
∑

j ̸=i u
OLN
j1 (t, c0)

2
,

uOLN
i2 (t, c0) = −

∑
j∈N ψij(t+ 1)µji(t)

ρtεi(t)
,

ψij(t) =


−ρtuOLN

i1 (t, c0) + δψii(t+ 1), j = i, t 6= T,

−ρT η, j = i, t = T,

δψij(t+ 1), j 6= i, t 6= T,

0, j 6= i, t = T,

ci(t+ 1) = δci(t)−
∑
j∈N

µij(t)u
OLN
j2 (t, c0), t 6= T, ci(0) = ci0,

из которых сразу заключаем, что ψij(t) = 0 для всех i 6= j и t. С учетом этого
и некоторых преобразований получаем, что

uOLN
i1 (t, c0) =

p− (n+ 1)ci(t) +
∑

j∈N cj(t)

n+ 1
, (8)

uOLN
i2 (t, c0) = −αiψii(t+ 1)

ρtεi(t)
, (9)

где первое выражение совпадет с (5). Ввиду строгой вогнутости функции Гамильтона
Hi по набору (ui(t), yi(t)) (главные миноры матрицы Гессе равны −2ρt и 2εi(t)ρ

2t

соответственно), ее максимизация по данным переменным дает единственную точку
максимума, удовлетворяющую (8), (9).

Сопряженные переменные будем искать в линейном по издержкам виде ψii(t) =
ℓi1(t)

′c(t) + ℓi2(t) и покажем, что ℓi1(t) и ℓi2(t) удовлетворяют (3), (4). С учетом (6)
и представления сопряженных переменных уравнение динамики издержек можно за-
писать в виде c(t+ 1) =M(t+ 1)−1(δc(t) +m(t+ 1)), t ∈ T \ {T}, что совпадает с (7).
Тогда c учетом (8) и (9) заключаем, что

ψii(t) = ℓi1(t)
′c(t) + ℓi2(t) = −ρt p+ (1− (n+ 1)ei)

′c(t)

n+ 1
+

+ δ[ℓi1(t+ 1)′c(t+ 1) + ℓi2(t+ 1)] =

= −ρt p+ (1− (n+ 1)ei)
′c(t)

n+ 1
+

+ δ
[
ℓi1(t+ 1)′M(t+ 1)−1(δc(t) +m(t+ 1)) + ℓi2(t+ 1)

]
.

В соответствии с методом неопределенных коэффициентов получаем (3), (4). Теорема
доказана.

Пример 1. Проиллюстрируем результаты теоремы 1 на трехпериодной моде-
ли конкурентного производства с инвестированием, т. е. T = 3. Рассмотрим случай
взаимодействия трех и четырех фирм (n = 3 или n = 4) и найдем их равновес-
ное поведение при четырех разных сетевых структурах, каждая из которых остается
неизменной на протяжении всей игры (для каждого варианта j = 1, 2, 3, 4 сетевой
структуры g(t) = gj , t ∈ T ). Остальные параметры для моделирования выберем сле-
дующими: p = 500, εi(t) = 1000 и ηi = 100 000 положим одинаковыми у всех фирм,
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η = 1000; параметр технологического устаревания δ = 1.07; начальные издержки
фирм считаем также одинаковыми и равными ci0 = 100, коэффициент дисконтиро-
вания ρ = 0.95; параметры сетевого влияния αi(t) = 1.8, βij(t) = 1, γij(t) = 0.5 тоже
одинаковые у всех фирм и постоянны во времени.

Таблица 1. Равновесие по Нэшу uOLN для четырех видов сетевых структур
и соответствующие прибыли

Величина Сеть g1 Сеть g2

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uOLN
1 (t) 80.000 81.793 83.448 – 80.000 81.181 82.230 –

uOLN
2 (t) 80.000 79.744 79.375 – 80.000 80.155 80.192 –

uOLN
3 (t) 80.000 79.744 79.375 – 80.000 80.155 80.192 –

uOLN
4 (t) 80.000 79.744 79.375 – 80.000 79.123 78.144 –

yOLN
1 (t) 2.052 1.881 1.710 – 2.049 1.879 1.710 –

yOLN
2 (t) 2.041 1.874 1.710 – 2.043 1.875 1.710 –

yOLN
3 (t) 2.041 1.874 1.710 – 2.043 1.875 1.710 –

yOLN
4 (t) 2.041 1.874 1.710 – 2.038 1.872 1.710 –
cOLN
1 (t) 100.000 97.183 94.978 93.419 100.000 98.207 97.013 96.451
cOLN
2 (t) 100.000 99.233 99.051 99.487 100.000 99.233 99.051 99.486
cOLN
3 (t) 100.000 99.233 99.051 99.487 100.000 99.233 99.051 99.486
cOLN
4 (t) 100.000 99.233 99.051 99.487 100.000 100.264 101.098 102.532

POLN(t) 180.000 178.976 178.426 – 180.000 179.387 179.243 –
JOLN
1 19 577.792 16 711.687

JOLN
2 13 496.491 13 669.861

JOLN
3 13 496.491 13 669.861

JOLN
4 13 496.491 10 627.026

Величина Сеть g3 Сеть g4

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uOLN
1 (t) 80.000 80.769 81.413 – 100.000 100.787 101.384 –

uOLN
2 (t) 80.000 80.769 81.413 – 100.000 99.727 99.294 –

uOLN
3 (t) 80.000 79.742 79.373 – 100.000 99.727 99.294 –

uOLN
4 (t) 80.000 79.742 79.373 – – – – –

yOLN
1 (t) 2.047 1.877 1.710 – 2.115 1.912 1.710 –

yOLN
2 (t) 2.047 1.877 1.710 – 2.110 1.908 1.710 –

yOLN
3 (t) 2.041 1.874 1.710 – 2.110 1.908 1.710 –

yOLN
4 (t) 2.041 1.874 1.710 – – – – –
cOLN
1 (t) 100.000 98.208 97.015 96.459 100.000 98.972 98.643 99.050
cOLN
2 (t) 100.000 98.208 97.015 96.459 100.000 100.031 100.734 102.142
cOLN
3 (t) 100.000 99.235 99.056 99.492 100.000 100.031 100.734 102.142
cOLN
4 (t) 100.000 99.235 99.056 99.492 – – – –

POLN(t) 180.000 178.977 178.428 – 200.000 199.759 200.028 –
JOLN
1 16 532.843 24 448.066

JOLN
2 16 532.843 21 234.905

JOLN
3 13 491.668 21 234.905

JOLN
4 13 491.668 –

В табл. 1 приведены значения текущих равновесных объемов производства
uOLN
i (t) = uOLN

i1 (t, c0), инвестиций yOLN
i (t) = uOLN

i2 (t, c0) и издержек cOLN
i (t) для каж-

дой фирмы i ∈ N при равновесии по Нэшу в программных стратегиях uOLN(t, c0).
В ней также представлены равновесные прибыли JOLN

i := Ji(c0, u
OLN, yOLN) =

Ji(u
OLN) и текущие цены, формируемые в соответствии с линейной обратной функ-

цией спроса: в равновесии по Нэшу такие цены равны POLN(t):= p −
∑

j∈N uOLN
j (t),
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t ∈ T \ {T}. Все представленные величины округлены до третьего знака после запя-
той. Более подробный анализ равновесия в программных стратегиях будет рассмот-
рен в п. 4.

3.2. Равновесие по Нэшу в позиционных стратегиях. Для определения
равновесия по Нэшу в позиционных стратегиях воспользуемся уравнением Гамиль-
тона— Якоби—Беллмана [18]. Равновесие можно найти, используя следующую тео-
рему.

Теорема 2. Набор стратегий uFBN = (uFBN
1 , . . . , uFBN

n ), компоненты которого
uFBN
i (t, c) = (uFBN

i1 (t, c), uFBN
i2 (t, c)) = (ai1(t)

′c+bi1(t), ai2(t)
′c+bi2(t)), i ∈ N , t ∈ T \{T},

и c = (c1, . . . , cn)
′ — некоторый набор издержек, является единственным равнове-

сием по Нэшу в позиционных стратегиях тогда и только тогда, когда существует
единственное решение системы рекуррентных соотношений

ai1(t) =
1− (n+ 1)ei

n+ 1
, ai2(t) = − 1

ρtεi(t)

[
δI−

∑
j∈N

µj(t)aj2(t)
′
]′
Ki(t+ 1)µi(t), (10)

bi1(t) =
p

n+ 1
, bi2(t) = − 1

ρtεi(t)

[
ki(t+ 1)−Ki(t+ 1)

∑
j∈N

µj(t)bj2(t)
]′
µi(t), (11)

Ki(t) = 2ρtai1(t)ai1(t)
′ − ρtεi(t)ai2(t)ai2(t)

′ +

+
(
δI −

n∑
j=1

µj(t)aj2(t)
′
)′
Ki(t+ 1)

(
δI −

n∑
j=1

µj(t)aj2(t)
′
)
, (12)

ki(t) = 2ρtai1(t)bi1(t)− ρtεi(t)ai2(t)bi2(t) +

+
(
δI −

n∑
j=1

µj(t)aj2(t)
′
)′[

ki(t+ 1)−Ki(t+ 1)
∑
j∈N

µj(t)bj2(t)
)]
, (13)

κi(t) = ρt
(
b2i1(t)−

εi(t)

2
b2i2(t)

)
+ κi(t+ 1) −

−
[
ki(t+ 1)− 1

2
Ki(t+ 1)

∑
j∈N

µj(t)bj2(t)
]′ ∑

j∈N

µj(t)bj2(t) (14)

с граничными условиями Ki(T ) = 0, ki(T ) = −ρT ηei, κi(T ) = ρT ηi для i ∈ N , и при
этом разность ρtεi(t) − µi(t)

′Ki(t + 1)µi(t) положительна для i ∈ N и t ∈ T \ {T}.
Кроме того, Ji(uFBN) = 1

2c
′
0Ki(0)c0 + ki(0)

′c0 + κi(0) для i ∈ N .
До к а з а т е л ь с т в о. Из теории динамических игр [18–20] следует, что uFBN

является равновесием по Нэшу тогда и только тогда, когда существуют функции
Vi(t, ·) : Rn 7→ R, t ∈ T , i ∈ N , удовлетворяющие уравнению Гамильтона— Якоби—
Беллмана:

Vi(t, c) = max
(ui(t),yi(t))∈Ui×Yi

[
ρt
(
p− ci − ui(t)−

∑
j≠i

uFBN
j1 (t, c)

)
ui(t)− ρt

εi(t)

2
y2i (t)+

+ Vi

(
t+ 1, δc− µi(t)yi(t)−

∑
j ̸=i

µj(t)u
FBN
j2 (t, c)

)]
. (15)

В классе линейно-квадратичных игр такие функции можно найти в специальном виде
Vi(t, c) = 1

2c
′Ki(t)c + ki(t)

′c + κi(t) с граничным условием Vi(T, c) = ρT (ηi − ηci).
Предполагая линейный вид равновесных стратегий, т. е. uFBN

i1 (t, c) = ai1(t)
′c + bi1(t)

и uFBN
i2 (t, c) = ai2(t)

′c+ bi2(t) и решая задачу максимизации в (15), находим, что

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 1 17



uFBN
i1 (t, c) =

p− ci −
∑

j ̸=i u
FBN
j1 (t, c)

2
,

uFBN
i2 (t, c) = − 1

ρtεi(t)

[(
δc−

∑
j∈N

µj(t)u
FBN
j2 (t, c)

)′
Ki(t) + ki(t)

′
]
µi(t),

или
ai1(t)

′c+ bi1(t) =
p− ci −

∑
j ̸=i(aj1(t)

′c+ bj1(t))

2
,

ai2(t)
′c+ bi2(t) = − 1

ρtεi(t)

[(
δc−

∑
j∈N

µj(t)(aj2(t)
′c+ bj2(t))

)′
Ki(t) + ki(t)

′
]
µi(t).

Для каждой фирмы и каждого неокончательного момента времени уравнение (15)
допускает следующую запись:

Vi(t, c) = max
(ui(t),yi(t))∈Ui×Yi

[(
ρtp
0

)′(
ui(t)
yi(t)

)
− c′

(
ρtei 0

)(ui(t)
yi(t)

)
−

− 1

2

(
ui(t)
yi(t)

)′(
2ρt 0
0 ρtεi(t)

)(
ui(t)
yi(t)

)
−
∑
j ̸=i

uFBN
j (t, c)′

(
ρt 0
0 0

)(
ui(t)
yi(t)

)
+

+Vi

(
t+ 1, δc−

(
0 µi(t)

)(ui(t)
yi(t)

)
−
∑
j ̸=i

(
0 µj(t)

)
uFBN
j (t, c)

)]
.

Используя линейное представление стратегий фирм и квадратичный вид функции Vi,
выпишем матрицу квадратичной формы для выражения, заключенного в квадратные
скобки: (

−ρt 0
0 1

2

(
µi(t)

′Ki(t+ 1)µi(t)− ρtεi(t)
)) .

Ввиду условий теоремы данная матрица отрицательно определена, что обеспечивает
единственность решения соответствующей задачи максимизации. Используя метод
неопределенных коэффициентов для всех i ∈ N и t ∈ T \ {T}, получаем си-
стему (10), (11), единственное решение которой относительно ai1(t), bi1(t), ai2(t)
и bi2(t) обеспечивает единственность равновесия по Нэшу [18]. Далее, поскольку
Fi =

(
uFBN
i1 (t, c)

)2− εi(t)
2

(
uFBN
i2 (t, c)

)2, уравнение Гамильтона— Якоби— Беллмана (15)
с учетом вида функции Vi(t, c) и равновесного поведения перепишем так:

Vi(t, c) = ρt
[(
uFBN
i1 (t, c)

)2 − εi(t)

2

(
uFBN
i2 (t, c)

)2]
+ Vi

(
t+ 1, δc−

∑
j∈N

µj(t)u
FBN
j2 (t, c)

)
,

или
1

2
c′Ki(t)c+ ki(t)

′c+ κi(t) = ρt
[(
ai1(t)

′c+ bi1(t)
)2 − εi(t)

2

(
ai2(t)

′c+ bi2(t)
)2]

+

+
[1
2

(
δc−

∑
j∈N

µj(t)
(
aj2(t)

′c+ bj2(t)
))′

Ki(t+ 1) + ki(t+ 1)′
]
×

×
(
δc−

∑
j∈N

µj(t)
(
aj2(t)

′c+ bj2(t)
))

+ κi(t+ 1).

Определив неизвестные коэффициенты в квадратичной и линейной частях, а так-
же в слагаемом, независящим от c, приходим к соотношениям (12)–(14). Поскольку
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Vi(t, c) представляет собой прибыль фирмы i ∈ N в равновесии по Нэшу в игре,
начинающейся в момент времени t при наборе издержек c, то Ji(u

FBN) = Vi(0, c0) для
i ∈ N . Теорема доказана. □

З а м е ч а н и е. В равновесии по Нэшу объемы производства uFBN
i1 (t, c) зависят

только от набора издержек фирм и не зависят от момента времени, в то время как
объемы инвестиций uFBN

i2 (t, c) определяются и набором издержек фирм, и моментом
времени. Кроме того, объемы производства uFBN

i1 (t, c) и uOLN
i1 (t, c0) имеют одинаковый

функциональный вид.

Таблица 2. Равновесие по Нэшу uFBN для четырех видов сетевых структур
и соответствующие прибыли

Величина Сеть g1 Сеть g2

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uFBN
1 (t) 80.000 81.808 83.471 – 80.000 81.202 82.263 –

uFBN
2 (t) 80.000 79.765 79.409 – 80.000 80.178 80.229 –

uFBN
3 (t) 80.000 79.765 79.409 – 80.000 80.178 80.229 –

uFBN
4 (t) 80.000 79.765 79.409 – 80.000 79.179 78.231 –

yFBN
1 (t) 2.033 1.871 1.710 – 2.061 1.885 1.710 –

yFBN
2 (t) 2.084 1.895 1.710 – 2.086 1.897 1.710 –

yFBN
3 (t) 2.084 1.895 1.710 – 2.086 1.897 1.710 –

yFBN
4 (t) 2.084 1.895 1.710 – 2.110 1.908 1.710 –
cFBN
1 (t) 100.000 97.089 94.831 93.261 100.000 98.061 96.785 96.207
cFBN
2 (t) 100.000 99.132 98.893 99.380 100.000 99.085 98.819 99.238
cFBN
3 (t) 100.000 99.132 98.893 99.380 100.000 99.085 98.819 99.238
cFBN
4 (t) 100.000 99.132 98.893 99.380 100.000 100.084 100.817 102.231

PFBN(t) 180.000 178.897 178.302 – 180.000 179.263 179.048 –
JFBN
1 19 774.075 16 890.994

JFBN
2 13 523.290 13 764.255

JFBN
3 13 523.290 13 764.255

JFBN
4 13 523.290 10 691.319

Величина Сеть g3 Сеть g4

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uFBN
1 (t) 80.000 80.782 81.434 – 100.000 100.780 101.374 –

uFBN
2 (t) 80.000 80.782 81.434 – 100.000 99.745 99.322 –

uFBN
3 (t) 80.000 79.773 79.420 – 100.000 99.745 99.322 –

uFBN
4 (t) 80.000 79.773 79.420 – – – – –

yFBN
1 (t) 2.059 1.884 1.710 – 2.096 1.902 1.710 –

yFBN
2 (t) 2.059 1.884 1.710 – 2.139 1.922 1.710 –

yFBN
3 (t) 2.084 1.895 1.710 – 2.139 1.922 1.710 –

yFBN
4 (t) 2.084 1.895 1.710 – – – – –
cFBN
1 (t) 100.000 98.108 96.859 96.286 100.000 98.949 98.608 99.012
cFBN
2 (t) 100.000 98.108 96.859 96.286 100.000 99.985 100.661 102.064
cFBN
3 (t) 100.000 99.118 98.872 99.295 100.000 99.985 100.661 102.064
cFBN
4 (t) 100.000 99.118 98.872 99.295 – – – –

PFBN(t) 180.000 178.890 178.292 – 200.000 199.730 199.982 –
JFBN
2 16 643.707 24 535.499

JFBN
2 16 643.707 21 223.474

JFBN
3 13 545.573 21 223.474

JFBN
4 13 545.573 –

Пример 2. Проиллюстрируем результаты теоремы 2 на трехпериодной модели
конкурентного производства с инвестированием из примера 1. В табл. 2 приведены
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значения текущих равновесных объемов производства uFBN
i (t) = uFBN

i1 (t, cFBN(t)), ин-
вестиций yFBN

i (t) = uFBN
i2 (t, cFBN(t)), издержек cFBN

i (t) для каждой фирмы при равно-
весии по Нэшу в позиционных стратегиях uFBN(t, c), а также равновесных прибылей
JFBN
i := Ji(c0, u

FBN, yFBN) = Ji(u
FBN) и текущих цен PFBN(t):= p −

∑
j∈N uFBN

j (t),
t ∈ T \ {T}. Более подробный анализ равновесия в позиционных стратегиях будет
представлен в п. 4, однако беглый анализ результатов показывает, что для всех рас-
сматриваемых сетевых структур использование такого типа стратегий, т. е. когда
фирмы адаптируются к текущим издержкам конкурентов, а не только к начальным,
позволяет всем фирмам уменьшить свои издержки в равновесии. В то же время ко-
личество фирм-конкурентов на рынке может играть ключевую роль. Когда на рынке
присутствуют четыре фирмы, равновесие по Нэшу в позиционных стратегиях при-
носит фирмам лучшую прибыль по сравнению c их прибылью в равновесии в про-
граммных стратегиях. Кроме того, при использовании позиционных стратегий фир-
мы в равновесии производят больше продукции в каждый момент времени. Когда на
рынке три фирмы, это уже не имеет места.

4. Влияние параметров сетевого взаимодействия на равновесие по Нэ-
шу. Сеть g назовем q-регулярной, если для любых i, j ∈ N , i 6= j, выполняется равен-
ство |Ni(g)| = |Nj(g)| = q. Единственным аспектом, в котором происходило наруше-
ние симметричности между фирмами в каждом из рассмотренных ранее примеров
игры, была сеть. Как следствие, именно сеть предопределяла динамику конкуренто-
способности фирм в процессе реализации выбранного равновесия по Нэшу. В равно-
весии по Нэшу при изучении динамической игры на q-регулярной сети ни у одной
фирмы не наблюдается конкурентное преимущество перед какой-либо другой фир-
мой (в части равновесных объемов производства, инвестиций, издержек и затрат),
что обусловлено одинаковыми исходными характеристиками фирм. При анализе по-
ведения фирм в примерах 1 и 2 были использованы стандартные для теории графов
структуры: линейная (сети g3 и g4) и звезда (сети g1 и g4), а также отдельно выделен
случай несвязной структуры с «изолированной» фирмой (сеть g2). Далее отдельно
будут рассмотрены три варианта изменения сети. Анализируя переход от g1 к g2,
можно понять значимость одной связи в звезде, от g3 к g2 — значимость одной связи
в линейной сети, когда исключение связи приводит к «изолированной» фирме, сохра-
няя при этом связность остальных, и, наконец, анализ перехода от g2 к g4 позволит
выявить эффект количества фирм на рынке при линейной сети. Входными парамет-
рами для всех модельных ситуаций служат данные из табл. 1 и 2.

4.1. Влияние сети на прибыль фирмы. Отметим эффекты добавления но-
вых связей в сети или удаления существующих на прибыль фирмы в равновесии по
Нэшу. Понимание подобных эффектов позволит фирме, ориентируясь на свою при-
быль, оценить необходимость пересмотра текущей структуры взаимоотношений со
своими конкурентами.

Наблюдение 1. Из двух фирм бо́льшую прибыль имеет та, у которой больше
прямых соседей (при прочих равных).

Это вывод основан на непосредственном сравнении прибылей, значения которых
представлены в табл. 1 и 2.

Наблюдение 2. На прибыль любой фирмы влияют все связи в сети, даже те,
в которые фирма не вовлечена непосредственно. Значительное изменение прибылей
наблюдается у тех фирм, которые непосредственно участвуют в создании или удале-
нии связи.

Это можно заметить из данных, представленных в табл. 3. В ней ∆JOLN
i и ∆JFBN

i
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показывают относительное изменение общей прибыли фирмы i, выраженное в про-
центах, при изменении сети, когда фирмы придерживаются равновесий в программ-
ных и позиционных стратегиях соответственно. Например, при переходе от сети g2
к сети g3 фирмы 2 и 4 (которые создают связь между собой) получают заметный
прирост прибыли, а у фирм 1 и 3 прибыль незначительно уменьшается.

Таблица 3. Чувствительность равновесных прибылей к изменению сети
(относительное изменение, %)

Изменение ∆JOLN
1 ∆JOLN

2 ∆JOLN
3 ∆JOLN

4 ∆JFBN
1 ∆JFBN

2 ∆JFBN
3 ∆JFBN

4
g1 → g2 −14.640 1.285 1.285 −21.261 −14.580 1.782 1.782 −20.941
g2 → g1 17.150 −1.268 −1.268 27.002 17.069 −1.751 −1.751 26.489
g2 → g3 −1.070 20.944 −1.304 26.956 −1.464 20.920 −1.589 26.697
g3 → g2 1.082 −17.317 1.321 −21.233 1.486 −17.301 1.614 −21.072
g2 → g4 46.293 55.341 55.341 – 45.258 54.193 54.193 –
g4 → g2 −31.644 −35.626 −35.626 – −31.157 −35.146 −35.146 –

Наблюдение 3. Увеличение прибыли в равновесии после удаления связи больше
у тех фирм, соседями которых не являлась ни одна фирма, утратившая связь.

Например, при переходе от сети g3 к g2 положительный эффект у фирмы 3 выше,
чем у фирмы 1.

Наблюдение 4. Каждой фирме выгодно стремиться к уменьшению количества
своих конкурентов на рынке, а следовательно, к монополии.

Наибольший эффект в приросте прибыли выявляется при переходе от сети g2
к g4, что можно также трактовать как уход фирмы 4 с рынка. И в обратную сторону:
при появлении на рынке нового участника прибыль существующих фирм заметно
снизится, и его вход может быть заблокирован.

4.2. Влияние сети на текущие цены. По аналогии с п. 4.1 здесь отметим
эффекты добавления новых связей в сети или удаления существующих на текущую
цену единицы продукции на рынке, когда фирмы придерживаются равновесия по
Нэшу. Понимание подобных эффектов позволит сделать вывод о влиянии структуры
взаимоотношения фирм на конечную цену продукции для потребителя. Используя
данные табл. 1 и 2, вычислим относительные изменения текущих цен, выраженные
в процентах, при изменении сети, когда фирмы придерживаются равновесного пове-
дения. Соответствующие значения обозначим через ∆POLN(t) и ∆PFBN(t) и приведем
в табл. 4.

Таблица 4. Чувствительность текущих равновесных цен к изменению сети
(относительное изменение, %)

Изменение ∆POLN(0) ∆POLN(1) ∆POLN(2) ∆PFBN(0) ∆PFBN(1) ∆PFBN(2)
g1 → g2 0.000 0.230 0.457 0.000 0.205 0.418
g2 → g1 0.000 −0.229 −0.455 0.000 −0.204 −0.417
g2 → g3 0.000 −0.228 −0.454 0.000 −0.208 −0.422
g3 → g2 0.000 0.229 0.456 0.000 0.208 0.424
g2 → g4 11.111 11.356 11.596 11.111 11.417 11.692
g4 → g2 −10.000 −10.198 −10.391 −10.000 −10.247 −10.468

Наблюдение 5. При сохранении количества участников на рынке сетевая струк-
тура не оказывает сколь-либо значимого влияния на текущие цены. Если же число
участников на рынке уменьшается (увеличивается), то это приводит к заметному
росту (снижению) текущей цены на продукцию.
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Данное утверждение легко объяснить, опираясь на данные табл. 4: в случае при-
сутствия четырех фирм изменение текущих цен в равновесии не превышает 0.5 % при
изменении конфигурации сети; переход же от сети g2 к g4, т. е. уход фирмы 4 с рынка,
позволяет оставшимся фирмам повысить текущие цены на продукцию как минимум
на 11 %. Также отметим, что с уменьшением (увеличением) количества фирм общий
объем производимого товара на рынке в равновесии по Нэшу снижается (возрастает),
что следует из вида обратной функции спроса.

4.3. Влияние сети на поведение фирмы. На основании представленных
результатов моделирования приведем наблюдение, которое можно считать централь-
ным различием в инвестиционном поведении фирм при реализации равновесия по
Нэшу в двух классах стратегий.

Наблюдение 6. В равновесии по Нэшу, если фирма i в сети имеет больше связей,
чем фирма j (ci0 = cj0), то в условиях равновесия в:

• программных стратегиях uOLN
i (t) ⩾ uOLN

j (t), yOLN
i (t) ⩾ yOLN

j (t), что позволяет
фирме i производить и инвестировать не меньше фирмы j;

• позиционных стратегиях uFBN
i (t) ⩾ uFBN

j (t), но yFBN
i (t) ⩽ yFBN

j (t), что позво-
ляет фирме i производить не меньше, а инвестировать не больше фирмы j.

Это наблюдение следует из анализа табл. 1 и 2 и может быть объяснено специ-
фикой реализуемых стратегий — от времени или от времени и текущего состояния
издержек.

Утверждение. При одинаковом количестве фирм на рынке независимо от сети
и класса стратегий (программные или позиционные) текущий объем производства
в равновесии по Нэшу будет выше у той фирмы, которая имеет низкие текущие
издержки.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку в равновесии по Нэшу для любых i ∈ N и t ∈
T \ {T} uNi (t) =

p−(n+1)cNi (t)+
∑

j∈N cNj (t)

n+1 (см. доказательство теорем 1 и 2), то из нера-
венства cNi (t) < cNj (t), где j 6= i, следует, что uNi (t) − uNj (t) = cNj (t) − cNi (t) > 0,
а uNi (t) > uNj (t). Здесь верхний индекс N обозначает производственное поведение и из-
держки в равновесии по Нэшу (в классе как программных стратегий, так и в классе
позиционных).

4.4. Влияниe сети на издержки фирмы. Оценим чувствительность издер-
жек фирмы в равновесии по Нэшу к изменению сети. В табл. 5 приведены относи-
тельные изменения равновесных издержек (в %) при переходе от одной сети к другой,
которые основаны на данных из примеров 1, 2.

Наблюдение 7. В равновесии по Нэшу в классе позиционных стратегий издерж-
ки фирмы менее чувствительны к разрыву связи, в которой она участвует, чем в клас-
се программных стратегий. В равновесии по Нэшу в классе программных стратегий
издержки фирмы более чувствительны к разрыву связи, в которой она не участвует,
чем в классе позиционных стратегий.

Действительно, достаточно обратить внимание на переходы от одной сети к дру-
гой, при которых удалялась одна связь: от g1 к g2 и от g3 к g2. Это наблюдение можно
сформулировать подобным образом и в обратную сторону, заменив удаление связи на
ее добавление.

5. Заключение. В статье предложена и исследована динамическая модель коли-
чественной конкуренции, включающая в себя инвестиционное поведение фирм в усло-
виях их сетевого взаимодействия. Сформулированы утверждения, характеризующие
равновесие по Нэшу в классах программных и позиционных стратегий, что позволяет
фирмам адаптировать свое поведение к информации, которой они располагают в мо-

22 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 1



Таблица 5. Чувствительность текущих равновесных издержек к изменению сети
(относительное изменение, %)

Изменение Фирма i ∆cOLN
i (1) ∆cOLN

i (2) ∆cOLN
i (3) ∆cFBN

i (1) ∆cFBN
i (2) ∆cFBN

i (3)
g1 → g2 1 1.053 2.142 3.245 1.002 2.061 3.159

2 −0.000 −0.000 −0.000 −0.048 −0.075 −0.080
3 −0.000 −0.000 −0.000 −0.048 −0.075 −0.080
4 1.039 2.067 3.061 0.961 1.945 2.934

g2 → g1 1 −1.042 −2.097 −3.143 −0.992 −2.019 −3.062
2 0.000 0.000 0.000 0.048 0.075 0.080
3 0.000 0.000 0.000 0.048 0.075 0.080
4 −1.028 −2.025 −2.970 −0.952 −1.908 −2.850

g2 → g3 1 0.001 0.002 0.002 0.048 0.076 0.082
2 −1.033 −2.056 −3.049 −0.986 −1.984 −2.975
3 0.003 0.005 0.005 0.033 0.053 0.057
4 −1.026 −2.020 −2.966 −0.966 −1.930 −2.873

g3 → g2 1 −0.001 −0.002 −0.002 −0.048 −0.076 −0.082
2 1.043 2.099 3.145 0.995 2.024 3.067
3 −0.003 −0.005 −0.005 −0.033 −0.053 −0.057
4 1.036 2.062 3.056 0.975 1.968 2.958

g2 → g4 1 0.779 1.681 2.695 0.905 1.883 2.916
2 0.805 1.699 2.669 0.908 1.863 2.847
3 0.805 1.699 2.669 0.908 1.863 2.847
4 – – – – – –

g4 → g2 1 −0.773 −1.653 −2.624 −0.897 −1.848 −2.833
2 −0.799 −1.670 −2.600 −0.900 −1.829 −2.768
3 −0.799 −1.670 −2.600 −0.900 −1.829 −2.768
4 – – – – – –

менты принятия решений. Показано, что производственное поведение фирм в равно-
весии по Нэшу имеет одинаковый функциональный вид для двух рассматриваемых
классов стратегий. Несмотря на то, что теоретическое обоснование проведено для
экзогенного задания сетей, допускается их различие в разные моменты времени: про-
анализирована чувствительность равновесия по Нэшу в предположении неизменности
сети на всем протяжении игры и при одинаковых модельных параметрах у всех фирм,
чтобы выделить именно эффекты, возникающие от структуры связей. Будучи част-
ным случаем, анализ соответствующих равновесий тем не менее позволил сделать ряд
интересных наблюдений. Мы здесь не будем их все приводить, а лишь остановимся
на наиболее показательных. Во-первых, обнаружено, что при постоянном количестве
фирм на рынке сеть не оказывает значимого влияния на равновесные цены для по-
требителя, однако с уменьшением количества фирм наблюдается рост равновесной
цены. Во-вторых, уменьшение количества фирм на рынке довольно выгодно остав-
шимся фирмам, поскольку это приводит к ощутимому увеличению их равновесных
прибылей (как показывают наблюдения, как минимум на 45 %). Наконец, анализ при-
былей фирм в равновесии по Нэшу демонстрирует преимущество (хоть и не столь
существенное) позиционных стратегий перед программными практически для всех
результатов моделирования, что может объясняться реакцией фирм на текущие из-
держки, а не только на начальные. Конечно, интересным и пока открытым остается
анализ равновесного поведения фирм в рамках рассмотренной модели при эндоген-
ном формировании сети. Такое исследование будет проведено в дальнейшем.
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The paper studies a dynamic network game that models the competitive behavior of firms
in a market. It is assumed that firms, under the condition of simultaneous and independent
choice of their actions, implement the behavior that determines their production and in-
vestment behavior in each period. The production behavior of the firm reflects the ongoing
quantities that it should produce and supply to the market. The investment behavior spec-
ifies the ongoing amounts of investment that the firm allocates to the modernization of its
production technology in order to prevent it from becoming obsolete. Next, the unit cost is
assumed to depend on the firm’s investment and the investment of its competitors, which
are determined by an exogenous network. Two types of Nash equilibria are characterized:
open-loop and feedback. Finally, we analyze the impact of the network and related model
parameters on firms’ behavior, profits, and competitive advantage.
Keywords: competition, investment, dynamic game, network, Nash equilibrium.
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