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Рассматривается неуправляемая система дифференциально-разностных уравнений
с однородной аддитивной правой частью и линейно возрастающим запаздыванием. Из-
вестны достаточные условия асимптотической устойчивости для ряда частных случаев
таких систем. Приведена теорема Разумихина об асимптотической устойчивости одно-
родных систем с пропорциональным запаздыванием. Получены достаточные условия
асимптотической устойчивости на основе асимптотической устойчивости исходной си-
стемы без запаздывания при помощи функции Ляпунова.
Ключевые слова: система дифференциально-разностных уравнений, линейно возрас-
тающее запаздывание, асимптотическая устойчивость, однородная система.

1. Введение. В настоящее время не ослабевает актуальность исследования ма-
тематических моделей, описываемых дифференциально-разностными уравнениями
с линейно возрастающим запаздыванием. К таким моделям относятся, в частности,
модель информационного сервера [1], распространение эпидемии [2] и др. В работе [3]
рассматривалась стабилизация линейной системы с линейным пропорциональным
запаздыванием. В [4–8] получены достаточные условия асимптотической устойчиво-
сти систем с запаздываниями, линейно зависящими от времени для ряда частных
случаев.

∗ Первую часть статьи см.: Екимов А. В., Жабко А. П., Яковлев П. В. Устойчивость диффе-
ренциально-разностных систем с линейно возрастающим запаздыванием. I. Линейно-управляемые
системы // Вестник Санкт-Петербургского университета. Прикладная математика. Информатика.
Процессы управления. 2020. Т. 16. Вып. 3. С. 316–325. https://doi.org/10.21638/11701/spbu10.2020.308
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В настоящей статье изучается асимптотическая устойчивость неуправляемой си-
стемы дифференциально-разностных уравнений с линейно возрастающим запазды-
ванием и однородной аддитивной правой частью. Приведена теорема Разумихина об
асимптотической устойчивости данной системы. Доказана теорема об асимптотичес-
кой устойчивости исследуемой системы на основе асимптотической устойчивости ис-
ходной системы без запаздывания. На основе функции Ляпунова системы-прототипа
без запаздывания построена функция Ляпунова для изучаемой системы.

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему уравнений с однородными правы-
ми частями

ẋ = f(x(t)) + g(x(αt)), 0 < α < 1, x(t) ∈ Rn, (1)

где f и g — однородные векторные функции порядка µ > 1. Начальные условия за-
даются моментом времени t0, вектором x0 и начальной функцией ϕ ∈ PC([αt0, t0]) →
Rn; ϕ(t0) = x0; t0 > 0.

Приведем без доказательства теорему об асимптотической устойчивости исход-
ной системы уравнений.

Теорема 1 (теорема Разумихина). Если существуют положительно опре-
деленная однородная порядка γ > 2 функция V (y) ∈ C2(Rn) и положительно опре-
деленная однородная порядка k = γ + µ − 1 функция W (y) ∈ C1(Rn) такие, что на
множестве кривых

St = {xt ∈ PC([αt, t], Rn) | V (x(τ)) ⩽ kV (x(t)), k > 1, τ ⩽ t, t ⩾ t0 ⩾ 0}

справедливо неравенство(
∂V (x(t))

∂x

)T

(f(x(t)) + g(x(αt))) ⩽ −W (x(t)),

тогда нулевое решение системы (1) асимптотически устойчиво по Ляпунову.
Следующая теорема дает возможность проанализировать устойчивость систе-

мы (1) при помощи аналогичной системы-прототипа без запаздывания.
Теорема 2. Если вспомогательная система уравнений

ẏ(t) = f(y(t) + g(y(t)) (2)

асимптотически устойчива по Ляпунову, то нулевое решение системы (1) также
асимптотически устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку однородная система (2) асимптотически
устойчива, то существуют [9] положительно определенная однородная порядка γ > 2
функция V (y) ∈ C2(Rn) и положительно определенная однородная порядка k = γ +
µ− 1 функция W (y) ∈ C1(Rn) такие, что(

∂V (x(t))

∂x

)T

(f(x(t)) + g(x(t)) = −W (x(t)).

Производная функции V (x(t, t0, ϕ) в силу системы (1) равна

dV (x(t))

dt
=

(
∂V (x(t))

∂x

)T

(f(x(t)) + g(x(αt)) =

= −W (x(t)) +

(
∂V (x(t))

∂x

)T

(g(x(αt))− g(x(t))) =
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= −W (x(t)) +
dV (x(t))

dt
=

(
∂V (x(t))

∂x

)T
∂g(x(αt)) + θ(x(t)− x(αt))

∂x
(x(αt)− x(t)),

где θ ∈ [0, 1]. Если x(t) является решением исходной системы (1), то, еще раз применяя
теорему о среднем значении, получим при t ⩾ α−1t0 оценки

x(αt)− x(t) = ẋ(αt+ ψ(1− α)t)(α− 1)t, ψ ∈ [0, 1],

‖ẋ(αt+ ψ(1− α)t)‖ ⩽ ‖f(x(αt+ ψ(1− α)t))‖+ ‖g(x(α(αt+ ψ(1− α)t)))‖. (3)

Учитывая однородность функций V (y),W (y), f(y), g(y) и их производных, нахо-
дим,что справедливы оценки [9]

v‖y‖γ ⩽ V (y) ⩽ v‖y‖γ ,
w‖y‖γ+µ−1 ⩽W (y) ⩽ w‖y‖γ+µ−1,

‖f(y)‖ ⩽ f‖y‖µ, ‖g(y)‖ ⩽ g‖y‖µ,∥∥∥∥∂g(y)∂y

∥∥∥∥ ⩽ g1‖y‖µ−1,

∥∥∥∥∂V (y)

∂y

∥∥∥∥ ⩽ v1‖y‖γ−1,

в которых v, v, w,w, f, g, g1, v1 — некоторые положительные вещественные константы.
Следовательно, для функций xt ∈ St выполняется условие

v‖x(τ)‖γ ⩽ kv‖x(t)‖γ .

Поэтому, учитывая (3), имеем неравенство

dV (x(t))

dt
⩽ −w‖x(t)‖γ+µ−1 + v1‖x(t)‖γ−1g1

(
kv

v

)µ−1
γ

‖x(t)‖µ−1 ×

× (f + g)

(
kv

v

)µ
γ

‖x(t)‖µ(1− α)t ⩽

⩽ −(w −A‖x(t)‖µ−1t)‖x(t)‖γ+µ−1,

где A = v1(1 − α)(f + g)g1

(
kv

v

) 2µ−1
γ

. Таким образом, производная функции V (x(t)

вдоль решений системы (1), принадлежащих множеству St, удовлетворяет диффе-
ренциальному неравенству

dV (x(t))

dt
4 ⩽ −v

1−γ−µ
γ

(
w −Av

1−µ
γ V (x(t))

µ−1
γ t
)
V (x(t))

γ+µ−1
γ .

Предположим, что при αt0 ⩽ τ ⩽ α−1t0 выполнены условия

V (x(τ)) ⩽ kV (x(α−1t0)) (4)

и
B = w −Av

1−µ
γ V (x(α−1t0))

µ−1
γ α−1t0 > 0.

Тогда при t ⩾ α−1t0 справедливы неравенства

V (x(t)) ⩽ kV (x(α−1t0)),
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dV (x(t))

dt
⩽ −v

1−γ−µ
γ BV (x(t))

γ+µ−1
γ .

Проинтегрировав второе неравенство при t ⩾ α−1t0, получаем оценку

V (x(t)) ⩽ V (x(α−1t0))

(
1 + v

1−γ−µ
γ B

µ− 1

γ
(t− α−1t0)

) γ
1−µ

. (5)

Для завершения доказательства заметим, что полученная оценка (5) справедлива,
если при t ⩾ α−1t0 и τ ∈ [αt, t] выполняется условие V (x(τ)) ⩽ kV (x(t)). Поэтому на
множестве St нет решений уравнения (1), если при t ⩾ α−1t0 выполняется неравенство

V (x(α−1t0))

(
1 + v

1−γ−µ
γ B

µ− 1

γ
(αt− α−1t0)

) γ
1−µ

<

< V (x(t0))

(
1 + v

1−γ−µ
γ B

µ− 1

γ
(α−1t− α−1t0)

) γ
1−µ

.

Обеспечить существование решения на множестве St можно выбором параметра k ⩾
α−2. □

З а м е ч а н и е. Условие (4) дает оценку области асимптотической устойчи-
вости нулевого решения системы (1).

3. Заключение. В данной статье рассматривается неуправляемая система
дифференциально-разностных уравнений с линейно возрастающим запаздыванием
с однородной аддитивной правой частью. Получены достаточные условия асимптоти-
ческой устойчивости такой системы на основе асимптотической устойчивости анало-
гичной системы без запаздывания, доказательство основано на построении функции
Ляпунова из функции Ляпунова для системы без запаздывания.
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The article considers an uncontrolled system of differential-difference equations with a homo-
geneous additive right side and linearly increasing delay. Sufficient conditions for asymptotic
stability are known for a number of special cases of such systems. Razumikhin’s theorem
on the asymptotic stability of homogeneous systems with proportional delay is formulated.
Sufficient conditions for asymptotic stability are obtained basing on the asymptotic stability
of the initial system without delay and constructing the Lyapunov function.
Keywords: system of linear differential-differencel equations, linearly increasing, time delay,
asymptotic stability, homogeneous system.
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