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В настоящее время при решении задач тепло-массообмена используются линейные опре-
деляющие уравнения: 1) в гидродинамике тензор вязких напряжений пропорционален
тензору скоростей деформаций (реологическое соотношение Ньютона); 2) в теплопере-
даче плотность теплового потока линейно связана с градиентом температуры (закон
теплопроводности Фурье); 3) в массообмене плотность диффузионного потока пропор-
циональна градиенту концентрации (закон Фика). При записи этих линейных опреде-
ляющих уравнений применяются коэффициенты пропорциональности, которые назы-
ваются коэффициентами вязкости, теплопроводности и диффузии соответственно. Та-
кие уравнения широко используются для описания процессов тепло-массопереноса при
ламинарном режиме течения. Для турбулентных течений данные уравнения непригод-
ны, приходится вводить в рассмотрение эмпирические турбулентные коэффициенты
вязкости µt, теплопроводности λt и диффузии Dt. Однако для изучения турбулент-
ных течений можно пойти и другим путем — модифицировать линейные определяю-
щие соотношения за счет придания им нелинейного степенного вида. Были выполнены
двухпараметрические степенные обобщения формул Ньютона, Фурье и Фика для каса-
тельного напряжения, плотности теплового потока и диффузии, которые в зависимости
от значения показателей степеней могут использоваться для оценки процессов тепло-
массообмена как при ламинарном, так и при турбулентном течении жидкости. Также
это обобщение может быть применено для описания поведения степенных жидкостей
и течений растворов полимеров, проявляющих эффект Томса.
Ключевые слова: гидродинамика, теплопередача, диффузия, формулы Ньютона, Фурье,
Фика, степенные обобщения, турбулентность.

1. Введение. Определяющие уравнения для процессов переноса характеризуют
количество переносимой субстанции через единицу площади за единицу времени. Ес-
ли обозначить массу m (в кг), скорость w (в м/с), то размерности переносимых суб-
станций выражаются через них. В уравнениях тепло-массообмена такими субстан-
циями, переносимыми через единицу площади за единицу времени, являются импульс
(количество движения) m ·w для касательного напряжения τ , энергия m ·w2 (с точ-
ностью до множителя 1/2) для плотности теплового потока q, масса m для плотности
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диффузионного потока j. Тогда размерности этих субстанций

[τ ] =
[импульс]

м2 · c
, [q] =

[теплота]
м2 · c

, [j] =
[масса примеси]

м2 · c
или в соответствии с размерностями величин m и w :

[τ ] =
[mw]

м2 · c
=

кг · м
с

м2 · c
=

кг · м
с2
· 1

м2
=

н
м2

= Па,

[q] =
[mw2]

м2 · c
=

кг · м2

с2

м2 · c
=

кг · м2

с2
· 1
с
· 1

м2
=

Дж
с
· 1

м2
=

Вт
м2
,

[j] =
[m]

м2 · с
=

кг
м2 · с

.

Видно, что размерность величины τ — ρ · w2, размерность q — ρ · w3, размерность
j — ρ ·w. Ориентируясь на эти выражения, в которых содержатся размерности плот-
ности в первой степени, умноженные на размерности степеней скорости, выполним
двухпараметрические степенные обобщения формул Ньютона, Фурье и Фика.

Далее рассмотрим определяющие соотношения Ньютона, Фурье, Фика [1], при-
годные для характеристики ламинарных процессов тепло-массообмена и выполним
их степенные обобщения с целью получения возможности описания процессов и в тур-
булентном режиме течения. При этом окончательные формулы переносимых субстан-
ций будут содержать произведения плотности на соответствующие степени скоростей.

2. Трение. Приведем для касательного напряжения при обтекании плоской по-
верхности формулу Ньютона

τ = ρν
du

dy
,

в которой ρ — плотность, ν — кинематическая вязкость, u — продольная скорость
жидкой частицы, y — поперечная координата. Ee можно обобщить [2–4] в следующем
виде:

τ = ρχn

(
v
du(2n−1)

dy

)1/n

. (1)

В этом выражении χn — безразмерный коэффициент, зависящий от показателя сте-
пени n, являющегося положительной величиной. При n = 1, χn = 1 формула (1)
приводит к реологическому соотношению Ньютона и в итоге к формуле Пуазейля
для ламинарного течения в трубе. При n = 4, χn = 0, 019746 эта формула дает
реологическое соотношение для турбулентного течения жидкости в трубе и формуле
Блазиуса для коэффициента сопротивления. В (1) в качестве множителя при плотно-
сти выступает величина, размерность которой равна размерности квадрата скорости,
что и следовало ожидать.

Формулу (1) можно также обобщить на трехмерный случай течения и записать
в тензорном виде реологическое соотношение для тензора вязких напряжений τ при
произвольном значении показателя n:

τ = 2B

(
w · w√
Y2

)n−1/n

S. (2)
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Для краткости записи примем, что

B = ρχn(2n− 1)
1/n

v1/n (3)

и величина Y 2 — инвариант тензора скоростей деформация S:

Y2 = 1/2SijSji, S =
1

2
(∇w +

(
∇w
)Т

).

В (2) и (3) w — вектор скорости, ∇ — вектор Гамильтона (набла), T — символ транс-
портирования. Безразмерная величина χn определяется из опыта для каждого зна-
чения n.

Уравнение движения жидкости в напряжениях будет содержать дивергенцию
тензора τ :

ρ
dw

dt
= −∇p+∇τ . (4)

Здесь d
dt — оператор материальной производной, d

dt =
∂
∂t +w · ∇, p — давление, мас-

совыми силами пренебрегаем. Тогда при n = 4 уравнение движения (4) в скалярном
виде для описания турбулентных течений в «блазиусовском» диапазоне чисел Рей-
нольдса (для течения в трубе, приводящее к формуле Блазиуса при 104 < Re < 106)
будет иметь вид

ρ
dwi
dt

= − ∂p

∂xi
+ ρχn(7v)

1/4 ∂

∂xk

[(
wS · wS√

Y2

)3/4(
∂wi
∂xk

+
∂wk
∂xi

)]
, (5)

где безразмерная величина χn = 0.019746.
Уравнение (5) пригодно для описания турбулентных течений в «блазиусовском»

диапазоне чисел Рейнольдса (для течения в трубе этот диапазон 104 < Re <
106 приводит к формуле Блазиуса). Турбулентную кинематическую вязкость в случае
пристенного течения для показателя n = 4 запишем следующим образом (в м2/с):

νt = ρχn(7v)
1/4

(
u2·
| dudy |

)3/4

.

3. Теплопроводность. По закону теплопроводности Фурье [3] вектор плотности
(удельной интенсивности) теплового потока q (в Вт/м2 = кг/с3) пропорционален
градиенту температуры ∇T (в К/м), где вектор Гамильтона (набла) — ∇ (в 1/м),
температура — T (в К):

q = −λ∇Т.

Здесь λ — коэффициент теплопроводности (Вт/(м·К) = кг/с3(м/К)), который также
удобно представить в виде λ = ρcpa, где ρ — плотность жидкости или газа (кг/м3);
cp — удельная изобарная теплоемкость среды (Дж/кг·К) = (м2/с2)(1/К); a — коэф-
фициент температуропроводности (м2/с).

Закон теплопроводности используется при описании процессов теплопередачи
движущихся жидкостей в уравнении энергии. В случае ламинарного режима тече-
ния результаты расчетов и опытов дают удовлетворительное согласование, однако
для турбулентных потоков такого согласования уже нет. Приходится эмпирически
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вводить понятие турбулентной теплопроводности λt и соответствующий ей коэффи-
циент турбулентной температуропроводности at. В результате вектор плотности теп-
лового потока q становится уже нелинейно связанным с градиентом температуры.

Формулу Фурье для плотности теплового потока q при передаче количества теп-
лоты за единицу времени через единичную площадку, перпендикулярную оси y :

q = −λdT
dy
,

можно обобщить [5] так:

q = −xmρ

[
a
d(cpT )

(2m+1)

dy

]3/(4m+3)

. (6)

В выражении (6) m — показатель степени, который может принимать различные
положительные значения, xm — безразмерный коэффициент, зависящий от этого по-
казателя степени. Здесь в качестве множителя при плотности содержится величина,
размерность которой равна размерности куба скорости, что и следовало ожидать.
Формулу (6) также можно записать в следующем виде:

q = −xmρ
[
acp

(2m+1) dT
(2m+1)

dy

]3/(4m+3)

.

Тогда имеем
при m = 0 (формулa Фурье)

q = −ρcpa
dT

dy
= −λdT

dy
,

при m = 1

q = −xmρa3/7c9/7p

(
dT 3

dy

)3/7

,

при m = 2

q = −xmρa3/11c15/11p

(
dT 5

dy

)3/11

.

Обобщение на трехмерный случай приводит к векторной формуле

q = −xmρM
(

T 3

∇T · ∇T

)2m/(4m+3)

∇T, (7)

в которой для краткости записи обозначим, что

M = (2m+ 1)
3/(4m+3)

a3/(4m+3)c3(2m+1)/(4m+3)
p .

В инженерных решениях тепловое уравнение часто представляют [1, 6] так:

ρcp
dT

dt
= −∇ · q. (8)

Здесь d
dt =

∂
∂t+

(
w · ∇

)
— материальная производная, в которой w — вектор скорости

частицы среды.
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После подстановки вектора интенсивности теплового потока, согласно (7), в урав-
нение (8) получаем, что

ρ · cp
(
∂T

∂τ
+
(
w · ∇

)
T

)
= ∇ · xmρM

(
T 3

∇T · ∇T

)2m/(4m+3)

∇ T . (9)

В компонентном виде уравнение энергии (9) можно записать следующим образом:

ρ · cp
(
∂T

∂τ
+ wk

∂T

∂xk

)
= xmρM

∂

∂xj


 T 3(

∂T
∂xk

∂T
∂xk

)
 2m

4m+3

∂T

∂xj

.
Для удельной интенсивности теплового потока q через единичную площадку, пер-

пендикулярную оси y, при турбулентном режиме течения можно записать выражение

q = − ρcpat
dT

dy
,

в котором турбулентная температуропроводность

at = xm(2m+ 1)
3

4m+3 a
3

4m+3 c
2m

4m+3
p

 T 3(
∂T
∂xk

∂T
∂xk

)
 2m

4m+3

.

Для пристенных течений, когда T = T (y), m = 0, xm = 1, то at = a, и имеем
формулy Фурье. Получаем, что

при m = 1

at = xm(3a)
3/7
c2/7p

 T 3(
∂T
∂y

) 2


2
7

,

при m = 2

at = xm(5a)
3/11

c4/11p

 T 3(
∂T
∂y

) 2


4
11

.

Можно записать выражения для at и при других величинах показателя степени m.
Определить значения m и xm для турбулентного режима течения можно, обрабаты-
вая экспериментальные данные, например для течения в трубах. Далее для турбу-
лентного числа Прандтля можно записать выражение

Prt = vt/at.

4. Диффузия. Для плотности бинарного диффузионного потока вблизи стенки
с нормалью [7] приведем формулу Фика (в кг/м2)

j = −ρDdC
dy
, (10)
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в которойD — коэффициент бинарной диффузии (м2/с), C — массовая доля примеси,
т. е. его массовая концентрация (отношение массы примеси к массе смеси), являющая-
ся безразмерной величиной. Степенное обобщение формулы (10) можно представить
в виде

j = −xkρD
d Ck

dy
,

где xk — безразмерный коэффициент, зависящий от показателя степени k. Здесь в ка-
честве множителя при плотности содержится величина, размерность которой равна
размерности скорости, что и следовало ожидать. Для вектора плотности диффу-
зионного потока имеем уравнение

j = −xkρD∇ Ck,

или
j = −ρDk∇C, (11)

здесь коэффициент диффузии (в кг/м2с)

Dk = xkDk C
(k−1).

При k = 1, xk = 1 Dk = D, имеет место закон Фика;
при k = 2 Dk = 2xkDC;
при k = 3 Dk = 3xkDC

2 и т. д.
Определить значение k и коэффициента xk можно, обрабатывая эксперименталь-

ные данные по диффузионным процессам при турбулентном режиме течения. После
нахождения величины Dt для турбулентного диффузионного числа Прандтля (числа
Льюиса) можно записать выражение

PrD = vt/Dt.

Уравнение диффузии, содержащее основные члены, можно представить [1, 4]
в виде (в кг/м3с)

ρ
dC

dt
= −∇ · j, (12)

где содержится материальная производная d
dt =

∂
∂t +

(
w · ∇

)
. После подстановки век-

тора интенсивности диффузионного потока, согласно (11), в уравнение (12) получаем,
что

ρ

(
∂C

∂t
+
(
w · ∇

)
C

)
= ∇ · xk ρDkC(k−1) ∇ C.

В компонентном виде уравнение диффузии можно записать следующим образом:

ρ

(
∂C

∂t
+ ws

∂C

∂xs

)
= ρxk Dk

∂

∂xj

(
C(k−1) ∂C

∂xj

)
.

5. Заключение. Выполненные двухпараметрические степенные обобщения фор-
мул Ньютона, Фурье и Фика для касательного напряжения, плотности теплового
потока и диффузии в зависимости от значений показателей степеней могут исполь-
зоваться для описания процессов тепло-массообмена как при ламинарном, так и при
турбулентном течении жидкости [8]. Также это обобщение может быть применено
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для описания поведения степенных жидкостей и течений растворов полимеров, про-
являющих эффект Томса.
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Currently, when solving problems of heat and mass transfer, linear constitutive equations
are used — in hydrodynamics, the viscous stress tensor is proportional to the strain rate
tensor (Newton’s rheological ratio), in heat transfer, the heat flux density is linearly related
to the temperature gradient (Fourier’s heat conduction law), in mass transfer, the diffusion
flux density proportional to the concentration gradient (Fick’s law). When writing these
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linear governing equations, proportionality coefficients are used, which are called the visco-
sity coefficient, thermal conductivity coefficient and diffusion coefficient, respectively. Such
constitutive equations are widely used to describe the processes of heat and mass transfer
in a laminar flow regime. For turbulent flows, these equations are unsuitable, it is necessary
to introduce into consideration the empirical turbulent coefficients of viscosity µt, thermal
conductivity λt and diffusion Dt. However, to describe turbulent flows, it is possible to go
in another way — to modify the linear constitutive relations by giving them a nonlinear
power-law form. Two-parameter power-law generalizations of Newton’s, Fourier’s and Fick’s
formulas for shear stress, heat flux density and diffusion, which, depending on the value of
the exponents, can be used to describe the processes of heat and mass transfer both in lami-
nar and turbulent fluid flow. Also, this generalization can be used to describe the behavior
of power-law fluids and flows of polymer solutions exhibiting the Toms effect.
Keywords: hydrodynamics, heat transfer, diffusion, Newton’s, Fourier’s, Fick’s formulas,
power generalizations, turbulence.
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