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Рассматривается задача оптимального граничного управления для уравнения колеба-
ниями струны с заданными начальным, конечным условиями и заданными значениями
функции прогиба струны в промежуточные моменты времени и с критерием качества,
заданным на всем промежутке времени. Для произвольных чисел первых гармоник с ис-
пользованием метода разделения переменных и методов теории оптимального управле-
ния с многоточечными промежуточными условиями построены оптимальные гранич-
ные управления. В качестве приложения предложенного подхода построено граничное
оптимальное управление с заданным прогибом в промежуточном моменте времени.
Ключевые слова: колебания струны, оптимальное граничное управление, оптимальное
управление колебаниями, промежуточные условия, разделение переменных.

1. Введение. Математическое моделирование различных управляемых физи-
ческих и технических процессов, связанных с колебательными системами, приводит
к волновым уравнениям. Управляемые колебательные системы широко распростране-
ны в различных теоретических и прикладных областях науки. Необходимость управ-
ления и оптимального управления колебательными процессами как распределенны-
ми, так и граничными воздействиями — актуальная задача, решению которой уде-
ляют внимание многие исследователи [1–16]. На практике часто возникают задачи
граничного и оптимального управления, например, когда нужно сгенерировать зара-
нее заданную (желаемую) форму колебания. Моделирование и управление динами-
ческих систем, описываемых как обыкновенными дифференциальными уравнения-
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ми, так и уравнениями с частными производными, с промежуточными условиями —
активно развиваемое направление в современной теории управления. Исследованию
таких задач посвящены, например, работы [11–18].

В настоящей статье рассматривается задача оптимального граничного управле-
ния колебаниями струны смещением на двух концах с заданными значениями функ-
ции прогиба в промежуточные моменты времени и с критерием качества, заданным
на всем промежутке времени. Она сводится к задаче управления распределенными
воздействиями с нулевыми граничными условиями и с помощью метода разделения
переменных — к задаче оптимального управления обыкновенных дифференциальных
уравнений с заданными начальными, конечными и многоточечными промежуточны-
ми условиями. Методом проблем моментов для произвольных чисел первых гaрмоник
построены оптимальные граничные управления. Полученные результаты иллюстри-
рует конкретный пример.

2. Постановка задачи. Пусть состояние распределенной колебательной систе-
мы (малые поперечные колебания натянутой струны), т. е. отклонения от состояния
равновесия, описываются функцией Q (x, t), 0 ⩽ x ⩽ l, 0 ⩽ t ⩽ T , которая подчиняет-
ся при 0 < x < l и t > 0 волновому уравнению

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
(1)

с начальными условиями

Q(x, 0) = φ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (2)

и граничными условиями

Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (3)

в которых функции µ(t) и ν(t) — граничные управления.
В уравнении (1) a2 = T0

ρ , где T0 — натяжение струны, ρ — плотность од-
нородной струны. Предполагается, что функция Q (x, t) ∈ C2(ΩT ) и множество
ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l] , t ∈ [0, T ]}.

Пусть в некоторые промежуточные моменты времени tk (k = 1, ...,m)

0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T

заданы значения функции прогиба струны

Q(x, ti) = φi(x), 0 ⩽ x ⩽ l, i = 1, ...,m. (4)

Задача граничного оптимального управления колебаниями струны с заданными
значениями функции прогиба в промежуточные моменты времени ставится следую-
щим образом: среди возможных управлений µ(t) и ν(t), 0 ⩽ t ⩽ T , требуется найти
оптимальные управления, переводящие систему из заданного начального состояния
(2), удовлетворяя промежуточным условиям (4), в конечное состояние

Q(x, T ) = φT (x) = φm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (5)

и минимизирующие функционал
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 T∫
0

(
µ2(t) + ν2(t)

)
dt


1

2
. (6)

Будем предполагать, что функции φi(x) ( i = 0, 1, ...,m, m + 1) принадлежат
пространству C2[0, l], а функции ψ0(x) и ψT (x) — пространству C1[0, l].

Отметим, что так как в отдельные промежуточные моменты времени tk (k =
1, ...,m) заданы только значения функции прогиба (4) струны, то использовать под-
ход поэтапного решения задачи оптимального управления не целесообразно. Поэто-
му в работе предлагается такой подход решения рассмотренной задачи оптимального
управления, в котором учитывается специфика промежуточных условий (4).

3. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Так
как граничные условия (3) неоднородны, решение поставленной задачи сводим к за-
даче с нулевыми граничными условиями [19].

Решение уравнения (1) ищем в виде суммы

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), (7)

где V (x, t) — неизвестная функция с однородными граничными условиями

V (0, t) = V (l, t) = 0, (8)

предстоящая определению, а W (x, t) — решение уравнения (1) с неоднородными гра-
ничными условиями

W (0, t) = µ(t), W (l, t) = ν(t). (9)

Функция W (x, t) с учетом (9) имеет вид [19]

W (x, t) = (ν(t)− µ(t))
x

l
+ µ(t). (10)

Подставив (7) в (1) и учитывая (10), получим для функции V (x, t) уравнение

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (11)

в котором
F (x, t) = (µ′′(t)− ν′′(t))

x

l
− µ′′(t). (12)

В силу начальных, промежуточных и граничных условий, соответственно (2), (4)
и (5), функция V (x, t) должна удовлетворять начальным условиям

V (x, 0) = φ0(x)−(ν(0)−µ(0))x
l
−µ(0), ∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x)−(ν′(0)−µ′(0))
x

l
−µ′(0), (13)

промежуточным условиям

V (x, ti) = φi(x)− (ν(ti)− µ(ti))
x

l
− µ(ti), i = 1, ...,m, (14)

и конечным условиям

V (x, T ) = φT (x)− (ν(T )− µ(T ))
x

l
− µ(T ),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x)− (ν′(T )− µ′(T ))
x

l
− µ′(T ).

(15)
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Из условия (8) следует, что

V (0, ti) = V (l, ti) = 0,
∂V (0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=ti

=
∂V (l, t)

∂t

∣∣∣∣
t=ti

= 0, i = 0, 1, ...,m,m+ 1. (16)

Из условий (13)–(16) получим условия согласования

µ(0) = φ0(0), µ′(0) = ψ0(0), ν(0) = φ0(l), ν′(0) = ψ0(l), (17)

µ(ti) = φi(0), ν(ti) = φi(l), i = 1, ..., m, (18)

µ(T ) = φT (0), µ′(T ) = ψT (0), ν(T ) = φT (l), ν′(T ) = ψT (l). (19)

Следовательно, принимая во внимание условия (17)–(19), запишем (13)–(15) соответ-
ственно таким образом:

V (x, 0) = φ0(x)− (φ0(l)−φ0(0))
x

l
−φ0(0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x)− (ψ0(l)−ψ0(0))
x

l
−ψ0(0),

(20)
V (x, ti) = φi(x)− (φi(l)− φi(0))

x

l
− φi(0), i = 1, ..., m, (21)

V (x, T ) = φT (x)− (φT (l)− φT (0))
x

l
− φT (0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x)− (ψT (l)− ψT (0))
x

l
− ψT (0).

(22)

Итак, решение задачи оптимального граничного управления колебаниями стру-
ны с заданными значениями функции прогиба в промежуточные моменты времени
сведенo к задаче управления (11), (12) с граничными условиями (8) и минимизи-
руемым функционалом (6), которая формулируется следующим образом: требуется
найти оптимальные граничные управления µ0(t) и ν0(t) при 0 ⩽ t ⩽ T , переводящие
колебание, описываемое уравнением (11), с граничными условиями (8) из заданного
начального состояния (20) через промежуточные состояния (21) в конечное состояние
(22) и минимизирующие функционал (6).

4. Сведение решения задачи с нулевыми граничными условиями к про-
блеме моментов. Учитывая однородность граничных условий (8) в задаче (11), (12),
предположение выполнения условий согласованности и принадлежность используе-
мых функций указанным соответствующим пространствам, согласно теории рядов
Фурье, решение уравнения (11) ищем в виде

V (x, t) =

∞∑
k=1

Vk(t) sin
πk

l
x, Vk(t) =

2

l

l∫
0

V (x, t) sin
πk

l
xdx. (23)

Представим функции F (x, t), φi(x) (i = 0, 1, ...,m + 1), ψ0(x) и ψT (x) как ряды
Фурье и, подставив их выражения вместе с V (x, t) из (23) в (11), (12) и (20)–(22),
получим уравнения

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
aπk

l

)2
, (24)
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Vk(0) = φ
(0)
k − 2a

λkl

[
φ0(0) −φ0(l)(−1)k

]
, V̇k(0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl

[
ψ0(0) −ψ0(l)(−1)k

]
,

(25)

Vk(ti) = φ
(i)
k − 2a

λkl

[
φi(0) −φi(l)(−1)k

]
, i = 1, ...,m, (26)

Vk(T ) = φ
(T )
k − 2a

λkl

[
φT (0) −φT (l)(−1)k

]
,

V̇k(T ) = ψ
(T )
k − 2a

λkl

[
ψT (0) −ψT (l)(−1)k

]
,

(27)

где

Fk(t) =
2a

λkl

[
ν′′(t)(−1)k − µ′′(t)

]
. (28)

Здесь через φ(i)
k (i = 0, 1, ...,m,m + 1), ψ(0)

k и ψ
(T )
k обозначены коэффициенты Фурье

соответственно функциям φi(x) (i = 0, 1, ..., m, m+ 1), ψ0(x) и ψT (x).
Общее решение уравнения (24) с начальными условиями (25) и его производная

по времени имеют вид

Vk(t) = Vk(0) cosλkt+
1

λk
V̇k(0) sinλkt+

1

λk

t∫
0

Fk(τ) sinλk(t− τ)dτ,

V̇k(t) = −λkVk(0) sinλkt+ V̇k(0) cosλkt+

t∫
0

Fk(τ) cosλk(t− τ)dτ.

(29)

Теперь, учитывая промежуточные (26) и конечные (27) условия, из (29) нахо-
дим, что функции Fk(τ) для каждого k должны удовлетворять следующей системе
равенств:

T∫
0

Fk(τ) sinλk(T − τ)dτ = C̃1k(T ),

T∫
0

Fk(τ) cosλk(T − τ)dτ = C̃2k(T ),

tj∫
0

Fk(τ) sinλk(tj − τ) dτ = C̃1k(tj), j = 1, ..., m, (30)

в которой
C̃1k(T ) = λkVk(T )− λkVk(0) cosλkT − V̇k(0) sinλkT,

C̃2k(T ) = V̇k(T ) + λkVk(0) sinλkT − V̇k(0) cosλkT, (31)

C̃1k(tj) = λkVk(tj)− λkVk(0) cosλktj − V̇k(0) sinλktj .

Подставив выражение функции Fk(t) из (28) в (30) и интегрируя по частям, с учетом
условий (17)–(19) имеем, что

T∫
0

µ(τ) sinλk (T − τ) dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),
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T∫
0

µ(τ) cosλk (T − τ) dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ),

T∫
0

µ(τ)h
(1)
k (τ) dτ −

T∫
0

ν(τ)(−1)kh
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1), (32)

...

T∫
0

µ(τ)h
(m)
k (τ) dτ −

T∫
0

ν(τ)(−1)kh
(m)
k (τ) dτ = C1k(tm), k = 1, 2, ...,

где

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k − (−1)kY1k

]
,

C2k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k − (−1)kY2k

]
,

C1k(tj) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(tj) +X

(j)
1k − (−1)kY

(j)
1k

]
, j = 1, ..., m,

(33)

X1k = λkφT (0)− ψ0(0) sinλkT − λkφ0(0) cosλkT,

X2k = ψT (0)− ψ0(0) cosλkT + λkφ0(0) sinλkT,

Y1k = λkφT (l)− ψ0(l) sinλkT − λkφ0(l) cosλkT,

Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cosλkT + λkφ0(l) sinλkT,

X
(j)
1k = λkφj(0)− ψ0(0) sinλktj − λkφ0(0) cosλktj ,

Y
(j)
1k = λkφj(l)− ψ0(l) sinλktj − λkφ0(l) cosλktj ,

h
(j)
k (τ) =

{
sinλk(tj − τ), 0 ⩽ τ ⩽ tj ,
0, tj < τ ⩽ T,

j = 1, ..., m.

(34)

Из соотношений (32) следует, что для каждой гармоники движение (т. е. для каждого
k = 1, 2, ...), описываемое уравнениями (24), (28) с условиями (25)–(27), вполне управ-
ляемо тогда и только тогда, когда для любых заданных значений постоянных C1k(T ),
C2k(T ), C1k(t1), ..., C1k(tm) в (33) можно найти управления µ(t) и ν(t), 0 ⩽ t ⩽ T ,
удовлетворяющие условию (32). Из интегральных соотношений (32) также вытекает,
что существует множество функций управления µ(t) и ν(t), 0 ⩽ t ⩽ T , решающих
задачу граничного управления.

Таким образом, решение поставленной задачи оптимального управления сводит-
ся к нахождению таких граничных управлений µ(t) и ν(t), 0 ⩽ t ⩽ T , которые для
каждого k = 1, 2, ... удовлетворяют интегральным соотношениям (32) и доставляют
минимум функционалу (6). Задачу оптимального управления при функционале (6)
с интегральными условиями (32) можно рассматривать как задачу условного экстре-
мума из вариационного исчисления.

5. Решение задачи. Так как функционал (6) является квадратом нормы линей-
ного нормированного пространства, а интегральные соотношения (32), порожденные
функциями µ(t) и ν(t), линейны, то задачу определения оптимального управления
для каждого k = 1, 2, ... можно рассматривать как проблему моментов [1, 17, 20].
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Следовательно, решение можно построить с помощью алгоритма решения проблемы
моментов.

На практике обычно выбираются несколько первых n гармоник упругих коле-
баний и решается задача синтеза управлений, используя методы теории управле-
ния конечномерными системами. Поэтому построим решение задачи (6) и (32) при
k = 1, 2, ..., n с помощью алгоритма решения проблемы моментов. Для решения ко-
нечномерной (при k = 1, 2, ..., n) проблемы моментов (6) и (32), следуя [20], нужно
найти величины pk, qk, γik, k = 1, ..., n, i = 1, ..., m, связанные условием

n∑
k=1

[
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC1k(ti)

]
= 1, (35)

для которых

(ρ0n)
2 = min

(35)

T∫
0

[
h21n(τ) + h22n(τ)

]
dτ, (36)

где

h1n(τ) =

n∑
k=1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
,

h2n(τ) =

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
.

(37)

Для расчета величин p0k, q
0
k, γ

0
ik, k = 1, ..., n, i = 1, ...,m, минимизирующих (36),

применим метод неопределенных множителей Лагранжа. Введем функцию

fn =

T∫
0

[
(h1n(τ))

2
+ (h2n(τ))

2
]
dτ+βn

[
n∑

k=1

(
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC1k(ti)

)
− 1

]

с неопределенным множителем Лагранжа βn. На основе этого метода, вычисляя про-
изводные по pk, qk, γik, k = 1, ..., n, i = 1, ...,m, функции fn и приравнивая их к нулю,
получаем следующую систему интегральных соотношений:

T∫
0

[h1n(τ) + h2n(τ)] sinλk (T − τ) dτ = −βn
2
C1k(T ),

T∫
0

[h1n(τ) + h2n(τ)] cosλk (T − τ) dτ = −βn
2
C2k(T ), (38)

T∫
0

[h1n(τ) + h2n(τ)]h
(i)
k (τ)dτ = −βn

2
C1k(ti), k = 1, ..., n, i = 1, ...,m.

Учитывая обозначения (37), уравнения (38) запишем в виде

n∑
k=1

Ik

T∫
0

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
sinλj (T − τ) dτ =
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= −βn
2
C1j(T ),

n∑
k=1

Ik

T∫
0

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
cosλj (T − τ) dτ =

= −βn
2
C2j(T ), (39)

n∑
k=1

Ik

T∫
0

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikh
(i)
k (τ)

]
h
(i)
j (τ)dτ = −βn

2
C1j(ti),

j = 1, ..., n, i = 1, ...,m,

где Ik = 1 + (−1)
k+1, k = 1, ..., n.

Вычислив интегралы в левых частях уравнений (39), учитывая при этом обозна-
чения (34), и присоединив к полученным уравнениям условие (35), приходим к замк-
нутой системе 2n + mn + 1 алгебраических уравнений относительно стольких же
неизвестных величин pk, qk, γik, k = 1, ..., n, i = 1, ..., m, и βn. Пусть величины
p0k, q

0
k, γ

0
ik, k = 1, ..., n, i = 1, ...,m, и β0

n являются решением этой замкнутой системы
алгебраических уравнений. Тогда, согласно (36), (37), будем иметь уравнения

h01n(τ) =

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ikh
(i)
k (τ)

]
,

h02n(τ) =

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ikh
(i)
k (τ)

]
, (40)

(ρ0n)
2 =

T∫
0

[(
h01n(τ)

)2
+
(
h02n(τ)

)2]
dτ,

здесь
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) = p0k sinλk (T − τ) + q0k cosλk (T − τ) .

Следуя [20], оптимальные граничные управления µ0
n(τ) и ν0n(τ) для любого n = 1, 2, ...

представим в виде

µ0
n(τ) =

1

(ρ0n)
2
h01n(τ), ν0n(τ) =

1

(ρ0n)
2
h02n(τ).

Таким образом, оптимальные управления µ0
n(τ) и ν0n(τ), согласно формулам (34) и

(40), запишем следующим образом:

µ0
n(τ) =



1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, 0 ⩽ τ ⩽ t1,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=2

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, t1 < τ ⩽ t2,

. . .

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) + γ0mk sinλk (tm − τ)

]
, tm−1 < τ ⩽ tm,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, τ), tm < τ ⩽ tm+1 = T ,
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ν0n(τ) =



1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=1

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, 0 ⩽ τ ⩽ t1,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk(p

0
k, q

0
k, λk, T, τ) +

m∑
i=2

γ0ik sinλk (ti − τ)

]
, t1 < τ ⩽ t2,

. . .

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1 [

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, τ) + γ0mk sinλk (tm − τ)

]
, tm−1 < τ ⩽ tm,

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, τ), tm < τ ⩽ tm+1 = T .

Надо отметить, что оптимальные управления µ0
n(τ) и ν0n(τ) на конце каждого

предыдущего промежутка [tj−1, tj ] совпадают со значениями в начале последующего
промежутка (tj , tj+1], j = 1, ...,m, которые представим в виде

µ0
n(tj) =

1

(ρ0n)
2

n∑
k=1

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, tj) +

m∑
i=j+1

γ0ik sinλk (ti − tj)

,
ν0n(tj) =

1

(ρ0n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

Gk(p
0
k, q

0
k, λk, T, tj) +

m∑
i=j+1

γ0ik sinλk (ti − tj)

.
Таким образом, построенные оптимальные граничные управления µ0

n(τ) и ν0n(τ) как
функции от времени непрерывны на промежутке [0, T ].

Теперь построим функцию прогиба, соответствующую оптимальным управле-
ниям µ0

n(τ) и ν0n(τ). Подставив полученные выражения для оптимальных управле-
ний µ0

n(τ) и ν0n(τ) в (28), а выражение для F 0
k (t) — в (29), находим функцию V 0

k (t),
t ∈ [0, T ], k = 1, ..., n. Далее, из формулы (23) будем иметь

V 0
n (x, t) =

n∑
k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
x, (41)

а из (10) — функцию W 0
n(x, t) в виде

W 0
n(x, t) = (ν0n(t)− µ0

n(t))
x

l
+ µ0

n(t). (42)

Следовательно, согласно (7), для первых n гармоник оптимальную функцию про-
гиба струны Q0

n(x, t) запишем так:

Q0
n(x, t) = V 0

n (x, t) +W 0
n(x, t). (43)

6. Пример. Для иллюстрации вышеизложенного предположим, что в граничных
условиях (3) Q(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T (т. е. ν(t) = 0), и в промежуточный момент времени
t1 (0 < t1 < T ) задано состояние точек струны в виде

Q(x, t1) = φ1(x), 0 ⩽ x ⩽ l.

В этом случае из формулы (28) следует, что Fk(t) = − 2a
λkl
µ′′(t), и, согласно формулам

(32), будем иметь следующие интегральные соотношения:

T∫
0

µ(τ) sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),

T∫
0

µ(τ) cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ),
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T∫
0

µ(τ)h
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1),

где

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k

]
, C2k(T ) =

1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k

]
,

C1k(t1) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(t1) +X

(1)
1k

]
.

Постоянные C̃1k(T ), C̃2k(T ), C̃1k(t1) определяются из формулы (31), а X1k, X2k,
X

(1)
1k — из (33). В соответствии с (38) получим такую систему интегральных соот-

ношений:
T∫

0

h1n(τ) sinλk (T − τ) dτ = −βn
2
C1k(T ),

T∫
0

h1n(τ) cosλk (T − τ) dτ = −βn
2
C2k(T ),

T∫
0

h1n(τ)h
(1)
k (τ)dτ = −βn

2
C1k(t1), k = 1, ..., n,

где, согласно (37), h1n(τ) имеет вид

h1n(τ) =

n∑
k=1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) + γ1kh

(1)
k (τ)

]
.

Для определения величин pk, qk, γ1k, k = 1, ..., n, и βn будем иметь систему алгеб-
раических уравнений

n∑
j=1

(ajkpj + bjkqj + cjkγ1j) = −βn
2
C1k(T ),

n∑
j=1

(djkpj + ejkqj + fjkγ1j) = −βn
2
C2k(T ),

n∑
j=1

(
a
(1)
jk pj + b

(1)
jk qj + gjkγ1j

)
= −βn

2
C1k(t1), k = 1, ..., n,

n∑
k=1

[pkC1k(T ) + qkC2k(T ) + γ1kC1k(t1)] = 1,

в которой

ajk =

T∫
0

sinλj (T − τ) sinλk (T − τ) dτ, bjk =

T∫
0

cosλj (T − τ) sinλk (T − τ) dτ,

cjk =

T∫
0

h
(1)
j (τ) sinλk (T − τ) dτ, djk =

T∫
0

sinλj (T − τ) cosλk (T − τ) dτ,
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ejk =

T∫
0

cosλj (T − τ) cosλk (T − τ) dτ, fjk =

T∫
0

h
(1)
j (τ) cosλk (T − τ) dτ,

a
(1)
jk =

T∫
0

sinλj (T − τ)h
(1)
k (τ) dτ, b

(1)
jk =

T∫
0

cosλj (T − τ)h
(1)
k (τ) dτ,

gjk =

T∫
0

h
(1)
j (τ)h

(1)
k (τ) dτ.

Для простоты построим функцию оптимального граничного управления µ0
n(τ)

при n = 1 (следовательно, k = 1 и j = 1). Отсюда найдем, что

a11 =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T, b11 = d11 =

1

2λ1
sin2 λ1T,

c11 = a
(1)
11 =

t1
2
cosλ1 (T − t1)−

1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T, e11 =

T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T,

f11 = b
(1)
11 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1 (T − t1) , g11 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1.

Предположим, что t1 = l
a , T = 2 l

a . Тогда с учетом λ1 = aπ
l получим, что t1λ1 = π,

Tλ1 = 2π, λ1(T − t1) = π, a11 = e11 = l
a , b11 = d11 = f11 = b

(1)
11 = 0, c11 = a

(1)
11 = − l

2a ,
g11 = l

2a .
В этом случае для определения p1, q1, γ11 и β1 имеем систему уравнений

l

a
p1 −

l

2a
γ11 = −β1

2
C11(T ),

l

a
q1 = −β1

2
C21(T ), − l

2a
p1 +

l

2a
γ11 = −β1

2
C11(t1),

p1C11(T ) + q1C21(T ) + γ11C11(t1) = 1.

Решая ее, получим, что

p01 = 2 [C11(T ) + C11(t1)]A, q01 = C21(T )A, γ011 = 2 [C11(T ) + 2C11(t1)]A,

где
A−1 = 2 [C11(T ) + C11(t1)]

2
+ 2C2

11(t1) + C2
21(T ),

C11(T ) =
l

2a
(V1(T )− V1(0)) +

φT (0)− φ0(0)

λ1
,

C21(T ) =
l

2aλ1

(
V̇1(T )− V̇1(0)

)
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ21
,

C11(t1) =
l

2a
(V1(t1) + V1(0)) +

φ1(0) + φ0(0)

λ1
.

Следовательно, оптимальное граничное управление µ0
1(τ) можно записать в виде

µ0
1(τ) =

{ 1
(ρ0

1)
2

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ) + γ011 sinλ1 (t1 − τ)

]
, 0 ⩽ τ ⩽ t1,

1
(ρ0

1)
2

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ)

]
, t1 < τ ⩽ t2,
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здесь

(ρ01)
2 =

t1∫
0

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ) + γ011 sinλ1 (t1 − τ)

]2
dτ +

+

T∫
t1

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ)

]2
dτ.

Далее, согласно приведенным формулам (41)–(43), находим, что

Q0
1(x, t) = V 0

1 (x, t) +W 0
1 (x, t) = V 0

1 (t) sin
π

l
x+

(
1− x

l

)
µ0
1(t).

7. Заключение. Предложен конструктивный метод построения оптимального
граничного управления процессом колебаний однородной струны с заданными значе-
ниями функции прогиба в промежуточные моменты времени и с критерием качества,
заданным на всем промежутке времени. Такой подход использования метода Фурье
вместо метода Даламбера допускает распространение его на другие неодномерные
колебательные системы.
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We consider the problem of optimal boundary control for the equation of string vibrations
with given initial, final conditions and given values of the string deflection function at inter-
mediate moments of time and with a quality criterion specified over the entire time interval.
Using the method of separation of variables and methods of optimal control theory with
multipoint intermediate conditions, optimal boundary controls are constructed for arbitrary
numbers of the first harmonics. As an application of the proposed constructive approach, a
boundary optimal control is built with a given string deflection function at an intermediate
moment of time.
Keywords: string vibrations, optimal boundary control, optimal vibration control, interme-
diate conditions, variables separation.
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